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Banach空间内涉及H-G- 单调算子的集值
混合拟似变分包含组

X
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(四川师范大学 数学与软件科学学院, 成都 610066)

(我刊编委丁协平来稿)

摘要:  在没有光滑性的一般 Banach空间内引入和研究了涉及 H-G- 单调算子的集值混合拟似变

分包含组( SSMQVLI) 1 利用与 H-G- 单调算子相联系的预解算子技巧, 建议和分析了一类寻求 SS-

MQVLI的近似解的新的迭代算法1 在适当假设下, 证明了由算法生成的迭代序列强收敛于 SS-

MQVLI的精确解1 这些结果是新的, 改进和推广了这一领域的相应结果1 
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引   言

非线性变分不等式和变分包含对产生自优化与控制、经济和工程科学的某些问题提供了

数学模型,参见文献[ 1-2]和其中的参考文献1 解变分不等式和变分包含的迭代算法已经被许
多作者用不同的方法所研究, 例如文献[ 3-34] 1 预解算子方法是研究这些非线性变分不等式

和变分包含近似可解性的重要和有效工具1 为了研究各种变分不等式和变分包含, Ding 和

Luo[ 3]、Huang 和 Fang[ 4]、Fang和 Huang[ 5]、Fang 等[ 6]、Verma[ 7-8]、Zhang[ 9]在 Hilbert空间内已分别

引入了 G- 次微分算子、极大 G- 单调算子、H- 单调算子、(H , G)- 单调算子、A- 单调算子、( A ,

G)- 单调算子、G -G- 单调算子和它们的预解算子等概念1 Lou等[ 10]、Feng 和 Ding[ 11]已分别

在 Banach空间内引入了 H-G- 单调算子和A- 单调算子和它们的预解算子概念,推广了上面提

到的各种单调型算子的相应概念1 此外, H-G- 单调算子和A- 单调算子完全不同与在文献

[ 12-13] 中引入的( A , G)- 增生算子概念1 由使用预解算子技巧, 很多作者对求解各种非线性
变分不等式和变分包含构造了不同的迭代算法, 例如见文献[ 3-34] 1 但是上述大多数结果是

在Hilbert空间或 q 一致光滑 Banach空间内得到的1 

另一方面,Kazmi和Khan[ 23]为求解实 Banach空间内的多值似变分包含, 引入了 P-G- 近似
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点映射,构造了一迭代算法和讨论了该迭代算法的收敛分析1 Peng和 Zhu[ 16]在 Hilbert空间内

引入和研究了一类新的涉及 (H , G)- 单调算子的广义混合拟变分包含组, 这类变分包含组包

含了文献[ 6, 17, 19, 22]中的数学模型作为特殊情形1 

由上述结果的激发和启示,本文目的是要在没有一致光滑性的一般 Banach空间内引入和

研究一类新的涉及H-G- 单调算子的集值混合拟似变分包含组1 我们的数学模型包含了文献

[6, 11, 17-22, 27]中的数学模型作为特殊情形1 由使用 H-G- 单调算子的预解算子技巧, 我们

构造了一类寻求 SSMQVLI近似解的迭代算法1 我们也在适当假设下证明了由此算法生成的
迭代序列强收敛于SSMQVLI的精确解1 这些结果改进和推广了文献[ 6, 11, 17-22, 27]中的相

应结果1 

1  预 备知 识

设 E是一具有对偶空间E * 实的 Banach空间, +# +和3#,#4分别表 E的范数和E与E
* 之

间的对偶对 1 CB( E ) 表 E 的一切有界闭子集的族 1 CB( E ) 上的 Hausdorff度量定义为

  �H (A, B ) = max sup
x I A

inf
y I B

+x - y + , sup
y I C

inf
x I A

+x - y + ,   PA , B I CB( E) 1 

E 上的正规对偶映射J : E y 2E
*

由下式定义:

  J ( x ) = f
* I E

*
:3x , f * 4 = +f * + +x + , +f * + = +x + ,   Px I E1 

如果 E = H 是一Hilbert空间,则 J 是H 上的恒等映射1 

引理 1. 1[ 35]  设 E是一实 Banach空间和 J : E y 2E
*

是正规对偶映射 1 则对每一 x , y I

E ,

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y )4,   Pj ( x + y ) I J ( x + y ) 1 

定义 1. 1[ 10]  设 T : E y E
* 是一单值映射 1 称 T 是

1) 单调的,如果 3T( x ) - T ( y ) , x - y4 \ 0, Px , y I E ;

2) 严格单调的, 如果T 是单调的且3T ( x ) - T( y ) , x- y4= 0, Px , y I E当且仅当x =

y ;

3) r- 强单调的,如果存在常数 r > 0使得

  3T ( x ) - T( y ) , x - y4 \ r +x - y +2
,   Px , y I E;

4) s-Lipschitz连续的,如果存在常数 s > 0使得

  +T( x ) - T ( y ) + [ s +x - y +,   Px , y I E 1 

定义 1. 2[ 10]  设 M: E y 2E
*

是一多值映射,H : E y E
* 和 G: E @ E y E 是单值映射 1 

称 M 是

1) 单调的,如果 3x - y , u - v4 \0, Pu, v I E , x I M( u) , y I M ( v ) ;

2) G- 单调的,如果3x - y , G( u , v )4 \ 0, Pu, v I E, x I M( u ) , y I M ( v) ;

3) ( r , G)- 强单调的,如果存在常数 r > 0使得

  3x - y , G( u, v )4 \ r +u - v +2
,   Pu, v I E , x I M ( u) , y I M ( v ) ;

4) m-G- 松弛单调的,如果存在常数 m > 0使得

  3x - y , G( u, v )4 \- m +u - v +2
,   Pu , v I E, x I M ( u) , y I M( v) ;

5) 极大单调的,如果 M 是单调的且在E 内没有真的单调扩张, 即对一切 u, v0 I E , x I

2 丁   协   平    王   中   宝



M( u ) 和3x - y 0, u - v04 \ 0蕴含 y 0 I M( v0) ;

当 E 是自反Banach空间时, M是极大单调的当且仅当M 是单调的且( J + KM )E = E
* 对

一切 K> 0成立;

6) 极大 G- 单调的,如果 M 是G- 单调的且在E 内没有真的G- 单调扩张;当 E 是自反

Banach空间时, M 是极大G- 单调的当且仅当M是G- 单调的且( J + KM) E = E
* 对一切 K>

0成立;

7) H- 单调的, 如果 M 是单调的且(H + KM) E = E
*
对一切 K> 0成立;

8) (H , G)- 单调的,如果 M 是G- 单调的且(H + KM )E = E
* 对一切 K> 0成立;

9) H-G- 单调的, 如果 M 是m-G- 松弛单调的且(H + KM) E = E
* 对一切 K> 0成立1 

注 1. 1 如果 E 是一Hilbert空间, 则H-G -单调算子退化为文献[ 9] 中的 G -G- 单调算子和文献[ 8] 中的

( A , G)- 单调算子1 因此, 对Hilbert空间内的 G - 次微分算子、极大单调算子、极大 G- 单调算子、H- 单调算

子、( H , G)- 单调算子、G -G- 单调算子和 Banach空间中的(A , G)-单调算子等类, Banach空间内的H-G- 单调

算子类提供了一个统一的框架,详见文献[ 3-11, 15-19] 1 我们强调 Banach空间内的 H-G - 单调算子完全不同

于在文献[ 12-14] 中引入的(A , G)- 增生算子1 

定义 1. 3[ 10]  设 G: E @ E y E 和H : E y E
* 是单值映射 1 M : E y 2E

*

是一H-G- 单调

算子 1 M 的预解算子R
H, G
M, K: E

* y 2E 由下式定义:

  R
H, G
M, K( u ) = (H + KM )

- 1
( u) ,   Pu I E

*
,

其中, K> 0是一常数1 

引理 1. 2[ 10]  设 E 是实 Banach空间且 G: E @ E y E 是具有 Lipschitz常数的 S > 0的

Lipschitz连续算子 1 设H : E y E
* 是( r , G)- 强单调算子, M : E y 2E

*

是具有常数 m > 0的

H-G- 单调算子1 则,对0 < K< r / m, M的预解算子R
H , G
M, K: E

* y 2E是Lipschitz连续的,其Lip-

schitz常数为 S/ ( r - mK) , 即有

  +R
H , G
M, K( u) - R

H , G
M, K( v ) + [ S

r - m K
+u - v + ,   Pu, v I E

* 1 

定义 1. 4  设 T : E y E是一单值映射1 称T 是D- 强增生的,如果存在常数 D> 0和 j ( x

- y ) I J ( x - y ) 使得

  3T ( x ) - T( y ) , j ( x - y )4 \ D+x - y +2
,   Px , y I E 1 

定义 1. 5  设 g : E y E 和H : E y E
* 是单值映射1 

1) 称 g 是 s-Lipschitz连续的, 如果存在常数 s > 0使得

  +g ( x ) - g ( y ) + [ s +x - y + ,   Px , y I E;

2) 称 H 是 : -Lipschitz连续的,如果存在常数 : > 0使得

  +H ( x ) - H ( y ) + [ : +x - y + ,   Px , y I E 1 

定义 1. 6  称集值映射 A: E y 2E 是�H-Lipschitz连续的如果存在常数 L > 0使得

  �H (A( x ) , A( y ) ) [ L+x - y +,   Px , y I E 1 

2  集值混合拟似变分包含组

在本节中, 我们将在一般实 Banach空间内引入一类涉及H-G- 单调算子的集值混合拟似
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变分包含组 1 除非另外陈述,本文的余下部分将假设对每一 i = 1, 2, E i是具有对偶空间E
*
i

和范数 + # + i 的实 Banach空间, 3#, #4i是E i和E
*
i 之间的对偶对, CB( E i ) 是 E i的一切有界

闭子集的族, J i : Ei y 2E i
*

是由下式定义的 E i上的正规对偶映射:

Ji ( x ) = f
* I E

*
i : 3x , f * 4i = +f * + i +x + i , +f * + i = +x + i ,   Px I E i

和 Ji
*
: Ei

* y E i
* * 是由下式定义的 E

*
i 上的正规对偶映射:

J
*
i ( y ) = f I E

* *
i : 3f , y4i = +y + i +f + i , +f + i = +y +i ,   Py I E

*
i ,

其中, E
* *
i 是E

*
i 的对偶空间1 

我们观察到如果对每一 i I 1, 2 , E i = H i 是Hilbert空间,则 Ji和J
*
i 是H i 上的恒等映

射 1 此后, j i 和j
*
i 分别表 Ji 和J

*
i 的一个选择1 

对每一 i = 1, 2,令 G i : Ei y CB( E i ) , S i : E1 y CB( E1) 和 T i : E 2 y CB( E 2) 是集值映射 1 

令 N i : E 1 @ E2 y E
*
i , pi , g i : E i y E i , H i : E i y E

*
i , Gi : E i @ E i y E i和F i : E1 @ E 2 @ E i y E

*
i

是单值映射 1 令 M i : Ei @ E i y 2E
*

i 是集值映射使得对每一固定的zi I Gi ( E i ) , Mi (#, z i ) : E i

y 2E
*

i 是一H i -Gi - 单调映射且( g i - pi ) ( E i ) H dom( M i (#, zi ) ) X ª1 我们考虑下面集值混

合拟似变分包含组( SSMQVLI) : 对给定的 ( X1, X2) I E
*
1 @ E

*
2 , 求( u, v) I E1 @ E2, x 1 I

S1( u) , y 1 I T 1( v) , z 1 I G1( u) , x 2 I S2( u) , y 2 I T 2( v) 和 z 2 I G2( v) 使得

  
X1 I F1( u, v, z 1) + N 1( x 1, y 1) + M1( ( g 1- p 1) ( u) , z1) ,

X2 I F2( u, v, z 2) + N 2( x 2, y 2) + M2( ( g 2- p 2) ( v ) , z 2) 1 
( 1)

特殊情形

( Ñ ) 如果对 i = 1, 2, E i = E , Xi = X, F i = F, N i = N, T i = T, S i = S , p i - g i = p- g ,

H i = H , Gi = G, G i = G和M i = M , 则SSMQVLI( 1)化归 Banach空间内具有 H-G- 单调算子的

集值混合拟似变分包含( SMQVLI) :求 ( u, v ) I E @ E , x I S ( u) , y I T ( u) 和 z I G( u ) 使

得

  X I F ( u, v, z ) + N ( x , y ) + M ( ( g - p ) ( u) , z ) 1 ( 2)

问题( 2)是新的1 
( Ò) 如果 F = p = X= 0和 E = H 是Hilbert空间, 则SMQVLI( 2)退化为Hilbert空间内

具有 ( A , G)-单调算子的集值混合拟似变分包含:求 u I E, x I S( u ) , y I T( u) 和 z I G( u )

使得

  0 I N( x , y ) + M (g ( u) , z )1 ( 3)

如果 M 在第一自变量是H- 单调的,则问题( 3)由 Zeng
[ 28]
引入和研究1 

( Ó) 如果对 i = 1, 2, E i = H i 是Hilbert空间, Xi = 0,和对一切( u, v) I H 1 @ H 2和 z i

I H i , Fi ( u, v , z i ) = �F i ( u , v ) , M i ( u, v) = �M i ( u) , 则SSMQVLI( 1)退化为具有 ( A i , Gi )- 单调

映射的集值混合拟似变分包含组:求( u , v ) I H 1 @ H 2 , x1 I S1( u) , x 2 I S 2( u) , y1 I T 1( v )

和 y 2 I T 2( v) 使得

  
0 I �F 1( u , v ) + N1( x1, y 1) + �M1( g1( u) ) ,

0 I �F 2( u , v ) + N2( x2, y 2) + �M2( g2( v ) )1 
( 4)

有 �M i是(H i , Gi )- 单调映射的 SSMQVLI( 4)由 Peng 和 Zhu[ 16]引入和研究且包含了在文献[ 6,
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17, 19, 22]中的数学模型作为特殊情形1 
引理 2. 1  设 E i , Xi , F i , N i , T i , Si , pi - g i ,H i , Gi , G i和Mi ( i = 1, 2) 与在SSMQVLI( 1)内的

假设相同1 则 ( u, x 1, y 1, z 1, v , x 2, y 2, z 2) 是 SSMQVLI( 1)的一解当且仅当 ( u, x 1, y1, z 1, v , x 2,

y 2, z 2) 满足下面关系:

  

( g1- p 1) ( u ) = R
H
1
, G

1
M
1
(#, z

1
) , Q

1
(H1( ( g1 - p 1) ( u ) ) +

  Q1 X1- Q1N 1( x 1, y 1) - Q1F 1( u , v , z 1) ) ,

( g2- p 2) ( v) = R
H
2
, G

2
M
2
(#, z

2
) , Q

2

(H 2( ( g2- p 2) ( v) ) +

  Q2 X2- Q2N 2( x 2, y 2) - Q2F 2( u , v , z 2) )1 

( 5)

其中, ( u, v) I E1 @ E 2, x 1 I S 1( u ) , y 1 I T 1( v) , z 1 I G1( u) , x2 I S2( u) , y 2 I T 2( v) , z 2 I

G2( v) , R
H
i
, G

i
M
i
(#, z

i
) , Q

i
= (H i + QiM i (#, zi ) ) - 1和 Qi > 0是常数( i = 1, 2) 1 

证明  结论直接从定义 1. 3推得1 
由关系式( 5)和Nadler 的定理[ 36] ,我们能建议下面的迭代算法1 

算法 2. 1  第 1 步1 对给定的 Q1, Q2 > 0, 选取( u0, v0) I E1 @ E2, x
0
1 I S1( u0) , y

0
1 I

T 1( v0) , z
0
1 I G1( u0) , x

0
2 I S2( u0) , y

0
2 I T 2( v 0) 和 z

0
2 I S 2( v0)1 

第2步1 令

  

( g1- p 1) ( un+ 1) = R
H
1
, G

1
M
1
(#, zn

1
) , Q

1
(H 1( ( g 1- p 1) ( un) ) +

  Q1 X1- Q1N 1( x
n
1, y

n
1) - Q1F1( un , vn, z

n
1) ) + en ,

( g2- p 2) ( vn+ 1) = R
H
2
, G

2
M
2
(#, zn

2
) , Q

2

(H2( ( g2- p 2) ( vn) ) +

  Q2 X2- Q2N 2( x
n
2, y

n
2) - Q2F2( un , vn, z

n
2) ) + e

c
n1 

( 6)

第3步1 选取 x
n+ 1
1 I S1( un+ 1) , y

n+ 1
1 I T 1( vn+ 1) , z

n+ 1
1 I G1( un+ 1) , x

n+ 1
2 I S2( un+ 1) ,

y
n+ 1
2 I T 2( vn+ 1) 和 z

n+ 1
2 I G 2( vn+ 1) 使得

  

+x
n+ 1
1 - x

n
1 +1 [ 1 +

1
n + 1 �H 1( S1( un+ 1) , S1( un) ) ,

+y
n+ 1
1 - y

n
1 +2 [ 1 + 1

n + 1
�H 2( T 1( vn+ 1) , T 1( vn ) ) ,

+z
n+ 1
1 - z

n
1 +1 [ 1+ 1

n + 1
�H 1( G1( un+ 1) , G1( un) ) ,

+x
n+ 1
2 - x

n
2 +1 [ 1 + 1

n + 1
�H 1( S2( un+ 1) , S2( un) ) ,

+y
n+ 1
2 - y

n
2 +2 [ 1 + 1

n + 1
�H 2( T 2( vn+ 1) , T 2( vn ) ) ,

+z
n+ 1
2 - z

n
2 +2 [ 1+

1
n + 1

�H 2( G2( vn+ 1) , G2( vn ) ) ,

( 7)

其中,对 i I 1, 2 , �H i 为CB( E i ) 上的Hausdorff度量1 

第4步1 考虑到可能的不精确的计算,选取误差 en < E1 和 e
c
n < E2使得

  
6

]

j= 1
+ej - ej- 1 +1X

~
- j
< ] , 6

]

j= 1
+ e

c
j - e

c
j- 1 +2X

~
- j
< ] ,   P X

~

I (0, 1) ,

lim
ny ]

en = 0, lim
n y ]

e
c
n = 01 

( 8)
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第5步1 如果 x
n+ 1
1 I S1( un+ 1) , y

n+ 1
1 I T 1( vn+ 1) , z

n+ 1
1 I G1( un+ 1) , x

n+ 1
2 I S2( un+ 1) ,

y
n+ 1
2 I T 2( vn+ 1) 和 z

n+ 1
2 I G2( vn+ 1) 充分精确地满足式(5) , 则停止,否则设 n:= n + 1并返回

第2步1 

定义 2. 1  对 i I 1, 2 ,设 N i : E 1 @ E2 y E
*
i 是一单值映射 1 称N i

1) 在第一自变量是 Ai -Lipschitz连续的,如果存在常数 Ai > 0使得

  +N i ( u1, vc) - N i ( u2, vc) + i [ Ai +u1- u2 +1,   Pu1, u2 I E1, vc I E2;

2) 在第二自变量是 Bi -Lipschitz连续的, 如果存在常数 Bi > 0使得

  +N i ( uc, v1) - N i ( uc, v2) + i [ Bi +v1- v2 +2,   Pv1, v2 I E2, uc I E11 

定义 2. 2  对 i I 1, 2 ,令 F i : E1 @ E2 @ E i y E
*
i 是一单值映射 1 称 F i

1) 在第一自变量是 Ni 1-Lipschitz连续的, 如果存在常数 Ni 1 > 0使得

  +F i ( u1, #, #) - F i ( v1, #, #) +i [ Ni1 +u1- v1 +1,   P u1, v1 I E1;

2) 在第二自变量是 Ni 2-Lipschitz连续的, 如果存在常数 Ni 2 > 0使得

  +F i (#, u2, #) - F i (#, v2, #) + i [ Ni 2 +u2- v2 +2,   Pu2, v2 I E2;

3) 在第三自变量是 Ni 3-Lipschitz连续的, 如果存在常数 Ni 3 > 0使得

  +F i (#, #, u3) - F i (#, #, v3) + i [ Ni 3 +u3- v3 + i ,   Pu3, v3 I E i1 

定理 2. 1  对每一 i I 1, 2 , 令 G i : Ei y CB( E i ) , S i : E1 y CB( E 1) 和 T i : E2 y CB( E 2)

是集值映射 1 令 N i : E1 @ E2 y E
*
i , p i , gi : E i y E i , H i : E i y E

*
i , Gi : E i @ E i y E i和F i : E1 @

E2 @ Ei y E
*
i 是单值映射 1 对 i I 1, 2 ,令 Mi : E i @ Ei y 2E

*

i 是集值映射使得对每一固定

的 zi I Gi ( E i ) , M i (#, zi ) : E i y 2E
*

i 是一H i -Gi - 单调映射且( g i - pi ) ( E i ) H dom(M i (#, zi ) )

X ª1 对每一 i I 1, 2 , 假设下列条件被满足:

( � ) H i 是( ri , Gi )- 强单调和: i -Lipschitz连续的;

( � ) Si和G1分别是�H 1-Lipschitz连续的,具有Lipscht iz常数 l 1i > 0和 l 31 > 0, T i和G 2是

�H 2-Lipschitz连续的, 具有 Lipschitz常数 l 2i > 0和 l 32 > 0;

( � ) Gi : E i @ E i y E i 是Si -Lipschitz连续的和N i 在第一自变量是Ai -Lipschitz连续的和

在第二变量是 Bi -Lipschitz连续的;

( � ) gi - p i 是 si -Lipschitz连续的,和 gi - pi - I i是Fi - 强增生的其中 Ii 是E i 上的恒等

映射;

( � ) 对 j = 1, 2, 3, F i在第j 自变量是Nij -Lipschitz连续的1 

此外,如果存在常数 L1, L2 > 0使得

  

+R
H
1
, G

1
M
1
(# , z

1
) , Q

1
( u) - R

H
1
, G

1
M
1
(# ,�z

1
) , Q

1
( u ) +1 [

  L1 +z 1- �z 1 +1,   P( z1, �z 1) I E1 @ E 1, u I E
*
1 ,

+R
H
2
, G

2
M
2
(# , z

2
) , Q

2

( v) - R
H
2
, G

2
M
2
(#, �z

2
) , Q

2

( v) +2 [

  L2 +z 2- �z 2 +2,   P( z2, �z 2) I E2 @ E 2, v I E
*
2

( 9)

和存在常数0 < Qi < ri / mi , i = 1, 2使得
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+ =
1

2F1+ 1

S1
r1- Q1m1

:
2
1 s
2
1+ 2Q1A1l 11( : 1 s1+ Q1A1l 11) +

  
S1Q1

r 1- Q1m1
( N11 + N13 l31) + L1l 31 ,

( =
S1Q1

2F1+ 1( r1- Q1m1)
( N12+ B1 l21) ,

J=
S2Q2

2F2+ 1( r2- Q2m 2)
( N21+ A2 l 12) ,

; =
1

2F2 + 1

S2
r 2- Q2m2

:
2
2 s
2
2+ 2Q2B2l 22( : 2 s2+ Q2B2l 22) +

  
S2Q2

r 2- Q2m2
( N22 + N23 l32) + L2l 32 ,

0 < V = max + + J, ( + ; < 1,

( 10)

则由算法 2. 1生成的迭代序列 un , x
n
1 , y

n
1 , z

n
1 , vn , x

n
2 , y

n
2 和 z

n
2 分别强收敛

于 u
*
, x

*
1 , y

*
1 , z

*
1 , v

*
, x

*
2 , y

*
2 和 z

*
2 ,并且( u

*
, x

*
1 , y

*
1 , z

*
1 , v

*
, x

*
2 , y

*
2 , z

*
2 ) 是SSMQVLI( 1)

的一解1 
证明  因为 g1- p 1- I 1 是 F1- 强单调的,由引理 1. 1,我们有下列估计:

  +un+ 2- un+ 1 +2
1 =

    +( g1- p 1) ( un+ 2) - ( g1 - p 1) ( un+ 1) + un+ 2- un+ 1 -

    ( ( g 1- p 1) ( un+ 2) - ( g1- p 1) ( un+ 1) ) +2
1 [

    +( g1- p 1) ( un+ 2) - ( g1 - p 1) ( un+ 1) +2
1-

    23( g1 - p 1 - I1) ( un+ 2) - ( g1- p 1- I 1) ( un+ 1) , j 1( un+ 2- un+ 1)41 [

    +( g1- p 1) ( un+ 2) - ( g1 - p 1) ( un+ 1) +2
1- 2F1 +un+ 2- un+ 1 +2

1, ( 11)

上式蕴含

  +un+ 2- un+ 1 +1 [ 1

2F1+ 1
+( g 1- p 1) ( un+ 2) - ( g1- p 1) ( un+ 1) +11 ( 12)

现在,由使用式( 6)、( 9)和引理1. 2,有

  +( g 1- p 1) ( un+ 2) - ( g1- p 1) ( un+ 1) +1 =

    +R
H
1
, G

1
M
1
(# , zn+ 1

1
) , Q

1
(H 1( ( g1- p 1) ( un+ 1) ) + Q1 X1 - Q1N1( x

n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) -

    Q1F1( un+ 1, vn+ 1, z
n+ 1
1 ) ) + en+ 1 - ( R

H
1
, G

1
M
1
(#, zn

1
) , Q

1
(H 1( ( g 1- p 1) ( un) ) +

    Q1 X1- Q1N 1( x
n
1, y

n
1) - Q1F1( un , vn , z

n
1) ) + en) +1 [

    +R
H
1
, G

1
M
1
(# , zn+ 1

1
) , Q

1
(H 1( ( g1- p 1) ( un+ 1) ) + Q1 X1 - Q1N1( x

n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) -

    Q1F1( un+ 1, vn+ 1, z
n+ 1
1 ) ) - R

H
1
, G

1
M
1
(#, zn

1
) , Q

1
(H1( ( g1- p 1) ( un) ) +

    Q1 X1- Q1N 1( x
n
1, y

n
1) - Q1F1( un , vn , z

n
1) ) +1+ + en+ 1- en +1 [

    +R
H
1
, G

1
M
1
(# , zn+ 1

1
) , Q

1

(H 1( ( g1- p 1) ( un+ 1) ) + Q1 X1 - Q1N1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) -

    Q1F1( un+ 1, vn+ 1, z
n+ 1
1 ) ) - R

H
1
, G

1
M
1
(#, zn+ 1

1
) , Q

1

(H 1( ( g 1- p 1) ( un ) ) +

    Q1 X1- Q1N 1( x
n
1, y

n
1) - Q1F1( un , vn , z

n
1) ) +1+
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    +R
H
1
, G

1
M
1
(# , zn+ 1

1
) , Q

1

(H 1( ( g1- p 1) ( un) ) + Q1X1- Q1N1( x
n
1, y

n
1) -

    Q1F1( un , vn, z
n
1) ) - R

H
1
, G

1
M
1
(#, zn

1
) , Q

1

(H1( ( g1- p 1) ( un) ) + Q1 X1-

    Q1N 1( x
n
1, y

n
1) - Q1F1( un , vn, z

n
1) ) +1+ +en+ 1- en +1 [

    
S1

r 1- Q1m1
[ +(H 1( ( g1- p 1) ( un+ 1) ) - H1( ( g1- p 1) ( un) ) ) -

    Q1(N 1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) - N1( x

n
1, y

n+ 1
1 ) ) +1+ Q1 +F1( un+ 1, vn+ 1, z

n+ 1
1 ) -

    F1( un, vn , z
n
1) +1 + Q1 +N 1( x

n
1, y

n+ 1
1 ) - N 1( x

n
1, y

n
1) +1] +

    + en+ 1- en +1+ L1+z
n+ 1
1 - z

n
1 +11 ( 13)

因为 g1- p 1和 H 1是 Lipschitz连续的, 由使用引理 1. 1,我们得到

  +H 1( ( g1- p 1) ( un+ 1) ) - H 1( ( g1- p 1) ( un ) ) -

    Q1(N 1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) - N1( x

n
1, y

n+ 1
1 ) ) +2

1 [

    +H 1( ( g1- p 1) ( un+ 1) ) - H 1( ( g1- p 1) ( un) ) +2
1-

    2Q13N 1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) - N1( x

n
1, y

n+ 1
1 ) , j

*
1 (H 1( ( g 1- p 1) ( un+ 1) ) -

    H 1( ( g 1- p 1) ( un ) ) - Q1(N1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) - N1( x

n
1, y

n+ 1
1 ) ) )41 [

    +H 1( ( g1- p 1) ( un+ 1) ) - H 1( ( g1- p 1) ( un) ) +2
1+ 2Q1+N1( x

n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) -

    N 1( x
n
1, y

n+ 1
1 ) +1[ +H 1( ( g 1- p 1) ( un+ 1) ) - H 1( ( g1- p 1) ( un ) ) +1+

    Q1 +N1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) - N 1( x

n
1, y

n+ 1
1 ) +1] [

    :21 s
2
1 +un+ 1- un +2

1 + 2Q1 +N 1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) -

    N 1( x
n
1, y

n+ 1
1 ) +1[ : 1 s1+ un+ 1- un +1+

    Q1 +N1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) - N 1( x

n
1, y

n+ 1
1 ) +1] 1 ( 14)

现在,由算法 2. 1,条件( � ) ~ ( � )和( � ) ,得到

  +N 1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) - N 1( x

n
1, y

n+ 1
1 ) +1 [ A1+x

n+ 1
1 - x

n
1 +1 [

    A1 1+
1

n + 1 �H 1( S 1( un+ 1) , S1( un ) ) [ A1 1+
1

n + 1 l11+ un+ 1- un +1, ( 15)

  +N 1( x
n
1, y

n+ 1
1 ) - N1( x

n
1, y

n
1) +1 [ B1+y

n+ 1
1 - y

n
1 +1 [

    B1 1 +
1

n + 1
�H 2( T 1( vn+ 1) , T 1( vn) ) [ B1 1+

1
n + 1

l 21+vn+ 1- vn +2, ( 16)

  +z
n+ 1
1 - z

n
1 +1 [ 1+ 1

n + 1
�H 1( G1( un+ 1) , G1( un) ) [

    1 +
1

n + 1 l 31 +un+ 1- un +1, ( 17)

  +F1( un+ 1, vn+ 1, z
n+ 1
1 ) - F1( un, vn , z

n
1) +1 [

    N11 +un+ 1- un +1+ N12 +vn+ 1- vn +2+ N13 +z n+ 11 - z
n
1 +1 [

    N11+ 1 +
1

n + 1
N13 l 31 +un+ 1 - un +1+ N12 +vn+ 1- vn +21 ( 18)

从式( 14)和( 15) , 得到

  +H 1( ( g1- p 1) ( un+ 1) ) - H 1( ( g1- p 1) ( un ) ) -

    Q1(N 1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) - N1( x

n
1, y

n+ 1
1 ) ) +2

1 [
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    : 21s
2
1 + 2Q1A1 1+

1
n + 1

l 11 : 1s1 + Q1A1 1 +
1

n + 1
l 11 +un+ 1- un +2

11 

( 19)

由式( 13) ~ ( 19) , 得到

+( g1- p 1) ( un+ 2) - ( g 1- p 1) ( un+ 1) +1 [

  
S1

r 1- Q1m1
[ +(H1( ( g1- p 1) ( un+ 1) ) - H1( ( g1 - p 1) ( un) ) ) -

  Q1(N 1( x
n+ 1
1 , y

n+ 1
1 ) - N 1( x

n
1, y

n+ 1
1 ) ) +1+

  Q1+F 1( un+ 1, vn+ 1, z
n+ 1
1 ) - F1( un, vn , z

n
1) +1+

  Q1+N1( x
n
1, y

n+ 1
1 ) - N1( x

n
1, y

n
1) +1] + + en+ 1- en +1+ L1+z

n+ 1
1 - z

n
1 +1 [

  
S1

r1- Q1m 1
: 21 s

2
1+ 2Q1A1 1 +

1
n + 1

l 11 : 1 s1+ Q1A1 1+ 1
n + 1

l 11 +

  
S1Q1

r 1- Q1m1
N11+ 1 +

1
n + 1

N13 l 31 + L1 1 +
1

n + 1
l 31 +un+ 1- un +1 +

  
S1Q1

r 1- Q1m1
N12+ B1 1+

1
n + 1

l 21 +vn+ 1- vn +2+ +en+ 1- en +11 ( 20)

因此

+un+ 2- un+ 1 +1 [

  1

2F1 + 1
+( g1- p 1) ( un+ 2) - ( g1- p 1) ( un+ 1) +1 [

  1

2F1 + 1

S1
r 1- Q1m1

:21 s
2
1+ 2Q1A1 1+

1
n + 1

l11 :1 s1+ Q1A1 1+
1

n + 1
l 11 +

  
S1Q1

r 1- Q1m1
N11+ 1 +

1
n + 1

N13 l 31 + L1 1 +
1

n + 1
l 31 +un+ 1- un +1 +

  
S1Q1

2F1 + 1( r 1- Q1m1)
N12+ B1 1 +

1
n + 1 l 21 +vn+ 1- vn +2+

  1

2F1 + 1
+en+ 1 - en +1 [

  +n +un+ 1- un +1 + ( n +vn+ 1- vn +2+
1

2F1+ 1
+ en+ 1- en +1, ( 21)

其中

+n =
1

2F1+ 1

S1
r1- Q1m 1

: 21 s
2
1+ 2Q1A1 1 +

1
n + 1

l 11 : 1 s1+ Q1A1 1+
1

n + 1
l 11 +

  
S1Q1

r 1- Q1m1
N11+ 1 +

1
n + 1

N13 l 31 + L1 1 +
1

n + 1
l 31

和  ( n =
S1Q1

2F1 + 1( r 1- Q1m1)
N12+ B1 1 +

1
n + 1

l 21 1 

类似地,我们能证明下面不等式

+vn+ 2- vn+ 1 +2 [ 1

2F2+ 1
+( g2- p 2) ( vn+ 2) - ( g2- p 2) ( vn+ 1) +2 [

  1

2F2 + 1

S2
r 2- Q2m2

:22 s
2
2+ 2Q2B2 1+ 1

n + 1
l 22 : 2 s2+ Q2B2 1 +

1
n + 1

l 22 +
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S2Q2

r 2- Q2m2
N22+ 1 +

1
n + 1 N23 l 32 + L2 1 +

1
n + 1 l 32 +vn+ 1- vn +2+

  
S2Q2

2F2 + 1( r 2- Q2m2)
N21+ A2 1+

1
n + 1 l 12 + un+ 1- un +1+

  1

2F2 + 1
+e

c
n+ 1 - e

c
n +2 [

  ; n +vn+ 1- vn +2 + Jn + un+ 1- un +1+
1

2F2+ 1
+e

c
n+ 1- e

c
n +2, ( 22)

其中

; n =
1

2F2+ 1

S2
r2 - Q2m2

: 22 s
2
2+ 2Q2B2 1 +

1
n + 1

l 22 : 2 s2+ Q2B2 1 +
1

n + 1
l 22 +

  
S2Q2

r 2- Q2m2
N22+ 1 +

1
n + 1

N23 l 32 + L2 1 +
1

n + 1
l 32 ,

Jn =
S2Q2

2F2+ 1( r2- Q2m 2)
N21+ A2 1+

1
n + 1

l 12 1 

现在,在 E 1 @ E2 上定义范数如下

  +( x , y ) +* = +x +1+ +y +2,   P( x , y ) I E1 @ E21 

则 ( E 1 @ E2, +#+* ) 是一Banach空间1 假设 cn+ 2= ( un+ 2, vn+ 2) , dn+ 1= ( en+ 1, e
c
n+ 1) 1 式( 21)

和( 22)式蕴含

  +cn+ 2- cn+ 1+* = + un+ 2- un+ 1 +1+ +vn+ 2 - vn+ 1 +2 [

    ( +n + Jn ) +un+ 1 - un +1+ ( ( n + ; n) +vn+ 1- vn +2+

    1

2F2+ 1
+e

c
n+ 1 - e

c
n +2+

1

2F1+ 1
+en+ 1- en +1 [

    Vn+ 1 +cn+ 1- cn +* + C+dn+ 1- dn +* , ( 23)

其中, Vn+ 1 = max +n + Jn, ( n + ; n 和 C= max
1

2F1+ 1
,

1

2F2+ 1
1 

令

  + = 1

2F1+ 1

S1
r1- Q1m 1

: 21 s
2
1+ 2Q1A1l 11( : 1 s1+ Q1A1l 11) +

    
S1Q1

r 1- Q1m1
( N11+ N13 l 31) + L1l 31 ,

  ( =
S1Q1

2F1+ 1( r 1- Q1m1)
( N12+ B1l 21) ,

  J=
S2Q2

2F2+ 1( r 2- Q2m2)
( N21+ A2 l12) ,

  ; =
1

2F2+ 1

S2
r2- Q2m2

: 22 s
2
2+ 2Q2B2l 22( : 2 s2+ Q2B2 l 22) +

    
S2Q2

r 2- Q2m2
( N22+ N23 l 32) + L2l 32 1 

于是,我们知道当 n y ] 时, +n y +, ( n y ( , Jn y J, ; n y ; 和

  Vn+ 1 = max +n + Jn , ( n + ; n y V = max ++ J, ( + ; 1 
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由式( 10)知, 0 < V < 1且因此存在 n0 > 0和 V0 I (0, 1) 使得 Vn+ 1 [ V0对一切 n \ n0

成立1 所以,由式( 23) , 有
  +cn+ 2- cn+ 1+* [ V 0+ cn+ 1- cn +* + C+dn+ 1- dn +* ,   P n \ n01 ( 24)

式( 24)蕴含

  +cn+ 1- cn +* [ Vn- n00 + cn
0
+ 1- cn

0
+* + C6

n- n
0

j = 1

V j- 1
0 t n- ( j- 1) , ( 25)

其中, t n+ 1 = +dn+ 1- dn +* , Pn \ n01 因此, 对任何 m \ n > n0,

  +um - un +1 [ +cm - cn +* [ 6
m- 1

k= n

+ck+ 1- ck +* [

    6
m- 1

k= n

V
k- n

0
0 +cn

0
+ 1- cn

0
+* + C6

m- 1

k= n

V
k

0 6
k- n

0

j= 1

t k- ( j- 1)

Vk- ( j- 1)0
1 

因为 6
]

j = 1
+ej- ej- 1+1X

~
- j
< ] , 6

]

j = 1
+ e

c
j - e

c
j- 1 +1 X

~
- j
< ] , P X

~

I (0, 1) 和0 < V 0< 1,

由此推得当 n y ] 时, +um - un +1 y 0, 且因此 un是E 1内的一Cauchy序列 1 类似地,我们

能证明 vn 是E2内的一 Cauchy 序列 1 因此,存在 u I E 1和 v I E 2使得 un y u 和vn y v 1 
由算法2. 1和 S1, T 1, G1, S 2, T 2, G2的 Lipschitz连续性, 我们得到

  

+x
n+ 1
1 - x

n
1 +1 [ 1 +

1
n + 1 �H 1( S1( un+ 1) , S1( un) ) [

  1 +
1

n + 1
l 11 +un+ 1- un +1,

+y
n+ 1
1 - y

n
1 +2 [ 1 + 1

n + 1
�H 2( T 1( vn+ 1) , T 1( vn ) ) [

  1 +
1

n + 1
l 21 +vn+ 1 - vn +2,

+z
n+ 1
1 - z

n
1 +1 [ 1+

1
n + 1

�H 1( G1( un+ 1) , G1( un) ) [

  1 + 1
n + 1

l 31 +un+ 1- un +1,

+x
n+ 1
2 - x

n
2 +1 [ 1 +

1
n + 1

�H 1( S2( un+ 1) , S2( un) ) [

  1 +
1

n + 1
l 12 +un+ 1- un +1,

+y
n+ 1
2 - y

n
2 +2 [ 1 +

1
n + 1 �H 2( T 2( vn+ 1) , T 2( vn ) ) [

  1 +
1

n + 1
l 22 +vn+ 1 - vn +2,

+z
n+ 1
2 - z

n
2 +2 [ 1+

1
n + 1

�H 2( G2( vn+ 1) , G2( vn ) ) [

  1 +
1

n + 1 l 32 +vn+ 1 - vn +21 

( 26)

由此推得 x
n
1 , y

n
1 , z

n
1 , x

n
2 , y

n
2 和 z

n
2 都是 Cauchy序列 1 因此,存在 x 1, y 1, z 1, x 2, y 2

和 z 2使得当 n y ] 时, xn1 y x 1, y
n
1 y y 1, z

n
1 y z 1, x

n
2 y x 2, y

n
2 y y 2和 z

n
2 y z 21 下面我们将

证明 x 1 I S1( u) 1 注意到 x
n
1 I S1( un) , 有
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  d( x1, S1( u) ) [ +x 1- x
n
1 +1+ d( x

n
1, S ( u) ) [

    +x - x
n
1 +1+ �H ( S1( un ) , S1( u) ) [

    +x 1- x
n
1 +1+ l 11 +x n1- x 1 +1 y 0   ( n y ] ) 1 

因为 S 1( u ) 是闭的, 故 x 1 I S1( u)1 类似地,容易证明 y 1 I T 1( v) , z 1 I G1( u) , x2 I S2( u) ,

y 2 I T 2( v) 和 z 2 I G 2( v) 1 

由条件( 9) , 引理 1. 2和所有映射的连续性,在式( 6)中,令 n y ] , 得到

  

( g1- p 1) ( u ) = R
H
1
, G

1
M
1
(#, z

1
) , Q

1

(H1( ( g1 - p 1) ( u ) ) + Q1 X1-

  Q1N1( x1, y 1) - Q1F1( u, v, z 1) ) ,

( g2- p 2) ( v) = R
H
2
, G

2
M
2
(#, z

2
) , Q

2
(H 2( ( g2- p 2) ( v) ) + Q2 X2-

  Q2N2( x2, y 2) - Q2F2( u, v, z 2) ) ,

( 27)

其中, RHi , GiM
i
(#, z

i
) , Q

i

= (H i+ QiM i (#, zi ) )- 1( i = 1, 2) , Q1, Q2 > 0是常数 1 由引理2. 1, ( u, x 1, y 1,

z 1, v , x 2, y 2, z 2) 是SSMQVLI( 1)的一解1 证毕1 

注 2. 1  1) 显然对 i = 1, 2, Fi [ si+ 1和 r i [ : i1 于是对某些适当的常数,例如, 对 i = 1, 2, 令Fi = 0122,

ri = : i = 101, si = 1/ 101, Si = 6, Li = 1/ 10, Qi = m i = Ai = Bi = l1i = l2 i = l3i = Ni1 = Ni2 = Ni3 = 1, 则定

理 2. 1 中的条件( 10)成立1 

2) 利用本文中的方法, 我们能推广算法 2. 1 和定理 2. 1到 n - 集值混合拟似变分包含问题组1 

3) 在定理 2. 1 和算法 2. 1 中, 由适当选取 en , e
c
n , H 1 , H 2, g1 , g 2, p 1, p 2 , G1, G2, F1, F2, N 1, N 2 , M 1, M 2, S1,

S2, T 1, T 2 , G1, G2, E1 和 E2 , 我们能得到许多新结果和文献[ 4-11, 16-19, 26-28]中某些已知结果的推广1 我们

强调SSMQVLI( 1)的解的存在性结果和算法是在没有光滑性的一般 Banach 空间内给出的, 并且集值映射可以

不是单调或增生的1 
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System of Set-Valued Mixed Quasi-Variational-Like

Inclusions Involving H-eta-Monotone Operators

in Banach Spaces

DING Xie-ping,  WANG Zhong- bao

( College of Ma them atics and Softwa r e Scien ce , Sichuan Norma l Un iv er sity ,

Chengdu 610066, P . R . China )

Abstract: A new system of se-t valued mixed quas-i variationa-l like inclusions ( SSMQVLI) involving

H-eta-monotone operators is introduced and studied in general Banach spaces without uniform

smoothness. By using the resolvent operator technique of H-eta-monotone operators, a new iterative

algorithm for finding the approximation solutions of the SSMQVLI was suggested and analyzed. It was

also proved that the iterative sequences generated by the algorithm converge strongly to the exact so-

lution of the SSMQVLI under suitable assumptions. These results are new, and extend and improve the

corresponding results in this field.

Key words: H-eta- monotone operators; resolvent operator technique; system of se-t valued mixed

quas-i variationa-l like inclusions; iterative algorithm; Banach spaces
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