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柱塞泵油膜压力分析的高效有限单元法
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摘要 :  利用有限单元法, 数值分析轴向柱塞泵缝隙高度可变时阀门板上油膜的压力分布1 缝隙

中油压变化的确定,通常是应用 Pasynkow 润滑理论中的 Reynolds 方程1 使用基于有限单元法的自

编程序, 数值地求解该方程1 为了提高结果的精度, 基于解的残差估计, 应用了加密的自适应网

格1 给出了依赖于泵的几何条件和工作参数的计算结果1 
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引   言

在液压马达和泵中, 有许多共同运转的或邻接的板部件,出现油膜缝隙1 这是该系统中可
以观察到的并被认为最重要的现象1 其重要性不仅体现在这些现象对液压系统动力平衡的实

际影响,而且体现在种种因素的共同作用上[ 1] 1 

运动副影响之一是, 工作流体的阀门系统很大程度上影响着轴向柱塞泵的效率1 泵在工

作时,带有柱塞的旋转缸体和阀门板之间较低高度的缝隙充满着油[ 2- 3] 1 

已有的文献认为,在缸体和阀门板间产生平行的缝隙是最理想的情况[ 3] ,并且缝隙高度不

变[ 4] ,原因在于作用在缸体上的流体静压力和斥力的矩的不完全平衡1 本文涉及到缝隙高度
是可变的,最小的缝隙高度附近阀门板油膜压力分布的确定,以及和缸体的偏斜和泵的工作参

数间的依赖关系1 

1  问题的提出

运动副的工作原理:轴向柱塞泵中的缸体-阀门板类似于流体静力学止推轴承的工作原理1 
流体静力学轴承表面缝隙中流体压力的改变,按照流体动力学润滑理论, 可以用 Reynolds方程

给出为[ 5- 6]
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其中, p 为缝隙压力, h为缝隙高度, Q为工作流体密度, L为动粘度, vx , vy , vz 分别对应于缸体

指定的角速度为 X和矢径为 r 时的圆周速度在x , y , z 方向上的分量1 
Reynolds方程( 1)的解,在如下假设下成立:

#缝隙面中的流动是层流;

#共同运转平面之间的摩擦力是流动摩擦力;
#润滑的流体是不可压缩的Newton流体;

#垂直于平面方向的压力不变化;

#共同运转平面是刚性的1 
若平面形状比较复杂,方程( 1)的解析解将极其复杂,因此采用有限单元法数值求解(见图

1) 1 将有限单元法指定的区域 8 分成有限个单元, 单元形状取为简单的几何图形, 如四边形

或三角形1 
在边界 #上,强 Dirichlet边界条件为

  p = pD,   在 # 上, ( 2)

其中, pD为预设压力1 Reynolds方程是更一般的 Piosson方程

  5
5x a( x , y )

5p
5x +

5
5y a( x , y )

5p
5y - f ( x , y ) = 0,   在 8 中 ( 3)

式    #̈( a( x , y ) p̈ ) - f ( x , y ) = 0,   在 8 中 ( 4)

的特例,其中,参数 a 和源项f 分别为

  a =
h
3
Q
L , ( 5)

  f = - 6
5
5x ( Qvx h) - 6

5
5y ( Qv y h) - 12Qvz 1 ( 6)

( a) 计算域内的主要参数 ( b) 有限元网格片段

图 1 计算域里含阀门板时的主要参数和有限元网格片段

Reynolds方程是该问题的强形式1 因此, 作为渐近解法更为方便的出发点是所谓弱形式

或变分形式,正如有限单元法
[ 7-8]
那样1 弱形式的优势在于,对解导数的存在弱限制,尽管在方

程( 1)中出现了二阶导数,在函数空间 H
1
( 8 ) 中寻求弱解,只需要一阶导数,即

  H
1
( 8) = v I L 2( 8 ) : D

A
v I L 2( 8 ) , P | A| [ 1 , ( 7)

其中, L2 是平方可积函数空间

  L 2( 8 ) = v :Q8
| v ( x , y ) |

2
dxdy < ] 1 ( 8)
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广义导数等于

  D
A
v =

5 | A| v
5xA115x

A
2
2 ,5xAnn

, ( 9)

其中,指标集 A= A1, A2, ,, An , | A| = A1+ A2+ ,+ An1 

问题( 1)的弱形式为:求 p I V S H
1
( 8) , 使

  B( p , v ) = L ( v ) ,   Pv I V, ( 10)

其中, v 为试函数,且

  B( u, v) = Q8
a ü# v̈ dxdy , ( 11)

  L ( v) = Q8
vf dxdy 1 ( 12)

2  有限元渐近解

在H
1
( 8 ) 的有限维子空间中求解问题(10) 的渐近解 1 设 Ph为域 8的一个分区, 8 被分

隔为大小为 hT 的不重叠的三角形域 8T 1 又设 P1( 8T ) 为单元 T 区域内的一阶多项式空间1 
则对应的有限元空间定义为

  Vh = v I H
1
( 8 ) : v I C

0
( 8 ) , v | K I P 1( 8T ) , PT I Ph 1 ( 13)

离散问题( 10)是求 p h I Vh, 使

  B( ph , v ) = L ( v ) ,   Pv I Vh1 ( 14)

双线性式 B(#, #) 和线性式 L (#) 由每个有限单元的贡献集合而成

  B( ph , v) = 6
T I P

h

B
( T )

( ph , v) , ( 15)

  L ( v) = 6
T I P

h

L
( T )

( v ) , ( 16)

其中, B( T)
, L

(T ) 与式( 11)、( 12)的区别仅在于, 前者的积分域是单元 T , 后者是整个域1 因
此,对每一有限单元来说,有一个类似于式( 14)的方程成立1 

将各个有限单元的贡献求和后,立即得到总刚度矩阵和等式右边的总矢量

  K = 6
T I P

h

K
( T)
, ( 17)

  b = 6
T I P

h

b
(T ) ( 18)

所组成的代数方程组

  Kp = b ( 19)

其中, p 为未知节点压力矢量,其大小等于网格的节点数 1 方程组(19) 中的刚度矩阵 K是基

函数的一个稀疏矩阵 1 为了求解方程, 例如消去未知量, 必须考虑边界条件 1 一般来说,问

题(10) 的渐近解 ph 是不准确的,其离散误差为

  e = p - p h1 ( 20)

将 p = ph + e代入问题( 10) ,经整理,得到误差方程

  B( e, v) = L ( v) - B ( p h, v) ,   Pv I H
1
( 8 )1 ( 21)

方程( 21)是误差分析的基本方程, 目的是得到解的误差估计1 估计可在两类可区分的先
验估计中选择, 一种是根据方程求解特征以及解法的特征来推断误差的性态,甚至在求解运算

之前就可得出; 另一种是在给定网格上给出解的具体的计算质量
[ 9-10] 1 
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计算结果的精度,取决于网格中单元的数以及它们的形状1 先验误差分析导致结论:对最

大单元尺度为 h 的网格上的一个解来说, 误差模数随着网格密度的增大而减小, 按照

  +p - p h +L
2
( 8 ) [ C1h

2
, ( 22)

  +p - p h +E( 8) [ C 2h, ( 23)

其中, C1 和 C2 为与 h 无关的常数, L2 和 E (能量)模数定义为

  +e +2
L
2
( 8) = Q8

e
2dxdy , ( 24)

  +e +2
E( 8) = B ( e, e) = Q8

a¨e# ëdxdy 1 ( 25)

所以, 增加网格密度可以改进结果的精度1 由 Reynolds方程描述的问题的解,常常能显示出人

们关注的特征, 如压力的峰值1 因此, 获得这样的足够正确的特征, 对模拟结果来说是重要

的1 表示流体静力学轴承的计算区域相对较小,其上填满了有限单元,大部分计算区域是表示

入口、出口和其它特征的,没有被离散化,这些区域本来也是需要用小的有限单元离散的1 

3  基于误差估计的自适应网格

为改进结果的精度, 在所有区域上均匀细分网格是不必要的1 比较好的办法是,只在解的

变化快的地方细分网格, 其余地方保持不变1 这就是后面自适应方法的主要思想[ 11] 1 本文以
先验误差估计为基础使用自适应网格细分,假定在离散误差最大的地方有最好的细分网格1 
3. 1  误差估计的显式残余法

有限单元法离散后误差估计的方法有很多[ 9] ,其中一类方法是基于解的残余分析的残余

法,解的残余量给出了未能满足微分方程和边界条件的渐近解的范围1 残余分析法可分为显
式的和隐式的1 由于显式残余法计算成本低,为本文所采用1 

当 e = p - ph I H
1
( 8 ) 时,误差方程( 21)也成立,即

  B( e, e) = L ( e) - B ( p h, e) 1 ( 26)

因为按定义, B ( e, e) = +e +2
E( 8) , 这对于估计方程( 26)的右边足够了1 

将目前双线性形式的积分,分割为各单元贡献之和的形式, 应用 Green 定理, 增加了微分

的阶数,出现于单元边界积分, 且将在单元边界上的边界积分代入区域内部, 还包含相邻单元

贡献之和,得

  B( e, e) = + e +2
E( 8) = 6

T I P
h
Q8

T

redxdy + 6
T I P

h
Q5 8

T

Reds, ( 27)

其中, r 为内部残差,定义为

  r =
5
5x

h
3 Q
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5p h
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+
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3Q
L

5ph
5y

- 6 5
5x ( Qvx h ) -

    6 5
5y ( Qv y h) - 12Qvz ,   在 8 中; ( 28)

R 为边界残差,定义为

  R =
1
2 [ a p̈ h#n] ,   在 5 8T \ # 上, ( 29)

其中, [#, #]表示解梯度分量在单元边界法线方向的间断跳跃1 根据 Galerkin 正交性, 可以在

式( 27)中引入插值 Pe I Vh, 得

  +e +2
E( 8) = 6

T I P
h
Q8

T

r ( e - Pe)dxdy + 6
T I P

h
Q5 8

T

R ( e - Pe)ds1 ( 30)
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由 e的插值误差的标准估计,多项式 Pe 的引入,最终得到如下能量范数中的误差估计:

  +e +E( 8) [ 6
T I P

h

C
2
i , 1, T hT +r +2

L
2
( 8

T
)

1/ 2

+ 6
T I P

h

C
2
i, 2, T hT +R +2

L
2
(5 8

T
)

1/ 2

, ( 31)

其中, C i, 1T 和Ci , 2T 为插值常数,可由标准[ 11]确定1 对某些问题,包含本文研究的 Reynolds方

程,可以跳过包含内部残差 r 的估计式( 31)的第 1项, 并不会引起估计质量的实际下降[ 12] 1 
椭圆问题用奇次的有限单元求解时,误差主要出现于单元边界附近,然而, 偶次逼近误差的主

源在单元内部[ 13] 1 
因此,简单的误差估计 ER 仅包含边界单元:

  E
2
R = 6

T I P
h

C
2
i , 2, T hT +R +2

L
2
(5 8

T
) = 6

T I P
h

E
2
R, T 1 ( 32)

量 E
2
R, T 表示有限单元T 对总误差的贡献,称为误差指标

  ER, T = C i, 2, T h
1/ 2
T +R +L

2
(5 8

T
) 1 ( 33)

当指标值 ER, T 大时, 应在该区域细化网格,而指标值 ER, T 小时,可以保持网格不变,甚至可以

粗化 1 为了选定需要细化的单元,仅要了解显示单元误差的误差指标相对于其它单元的空间

分布 1 因为绝对值项与插值常数无关,插值常数 C i, 2T 无须检验而简单地假设为 11 

( a) 压力图 ( b) 细分网格的放大图

图 2  压力/峰值0区域和网格密度的局部放大

( a) 图 2( a)的放大图 ( b) 图 2( b)的放大图

图 3  压力值实际变化区域和网格密度的局部放大
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( a) 图 3( a)的放大图 ( b) 图 3( b)的放大图

图 4 指定区域压力变化和网格密度的局部放大

3. 2  自适应解的组成步骤
在现有网格上求该问题的解, 估计误差, 并进行检验, 如果求得的解足够正确的话1 在误

差估计的基础上修正网格,并在新的自适应网格上重新进行解的计算1 通过单元的细分使该
工作网格精细化,即在三角形单元边界上引入 3个中点并相互连接,原来一个三角形单元就被

细分为4个更小的三角形单元1 
图2~ 4是覆盖轴承域的自适应网格的一个实例1 图中网格是自适应细分的结果,显示 <

= 135b时压力峰值情况的解1 并列右侧的( b)图表示峰值附近网格区域的逐级放大1 密度梯
度朝向轴承区域的外边界,经过 6次重复细分后, 自动形成图示情况1 在每次重复中, 按式
( 33)给出的最大误差指标,挑选 10%的单元重新细分1 

4  模拟研究的结果

利用有限单元法、自编的计算机程序,以及运动副的几何和工作参数 ) ) ) 轴向多柱塞泵中

的缸体-阀门板,分析了阀门板上缝隙高度可变时油膜压力的分布1 在所建立的模型中设定了
如下参数值(见图 1) :

#压力区的压力 p t = 32 MPa;

#抽气区的压力 p s = 0 MPa;

#阀门板内外侧的压力 p o = 0 MPa;

#缸体的角速度 X = 157 rad/ s;

#油的动力粘度 L= 0. 025 2 Pa. s;

( a) X1 = 0 rad/ s
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( b) X2 = 52 rad/ s

( c) X3 = 104 rad/ s

( d) X4 = 157 rad/ s

图 5 对不同角速度 X ,最小的缝隙高度邻近横截面周界处和缝隙高度可变处的油膜压力分布

#最小的可变高度缝隙与 x 轴的夹角D= 0. 785 rad;

#缸体偏斜角 E= 0. 000 523 rad;

#最小的缝隙高度 h = 3 @ 10- 7 m;

#阀门板的特征半径: r 1 = 0. 028 4 m, r 2 = 0. 030 4 m, r3 = 0. 035 6 m, r 4 = 0. 037 6 m1 
依赖泵的几何和工作参数,图 5~ 8显示了阀门板和缸体间缝隙高度可变时油膜的压力分

布1 在最小高度的缝隙附近,示出的压力分布值得关注1 在收缩段缝隙中存在超压/峰值0; 而

在扩散段缝隙中存在负压/峰值01 上述图形中显示了阀门板中油膜压力的分布,显示了最大超
压半径与最小负压半径平均值处, 缝隙横截面周界的压力变化1 图 9给出半径 r = 0. 036 6 m

时,平行缝隙横截面周界处的压力变化;图 9( a)为缸体不转动,图 9( b)为缸体以基本角速度转

动1 图9表明,缸体角速度对平行缝隙中的压力分布没有影响1 
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( a) L1 = 0. 005 Pa#s

( b) L2 = 0. 01 Pa#s

( c) L3 = 0. 025 3 Pa#s

( d) L4 = 0. 05 Pa#s

6  对不同动力粘度 L ,最小的缝隙高度邻近横截面周界处和缝隙高度可变处的油膜压力分布
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( a) E1 = 0 rad

( b) E2 = 0. 000 349 rad

( c) E3 = 0. 000 698 1 rad

( d) E4 = 0. 001 047 1 rad

图 7 对不同缸体偏转角 E ,最小的缝隙高度邻近横截面周界处和缝隙高度可变处的油膜压力分布
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( a) h1 = 2 @ 10- 7 m

( b) h2 = 4 @ 10- 7 m

( c) h3 = 6 @ 10- 7 m

( d) h4 = 8 @ 10- 7 m

图 8  对不同的最小缝隙高度 h, 最小的缝隙高度邻近横截面周界处和缝隙高度可变处的油膜压力分布
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( a) X1 = 0 rad/ s

( b) X2 = 157. 08 rad/ s

图 9  对不同角速度 X, 横截面周界半径 r = 0. 036 6 m时,平行缝隙中油膜的压力分布

图 10 对不同角速度 X, 误差指标随着

计算网格节点数的变化

  负压/峰值0的出现, 导致空泡现象的发生,又

导致金属颗粒的沉积1 这些现象的详细描述请参

见文献[ 14] 1 
作为评估结果的可信度, 图 10表明了不同角

速度下,误差指标随着计算网格节点数的增加而

减小,误差指标按式( 33)计算1 
图11和 12证明了本文方法得到的解的收敛

性1 分别示出 X = 157 rad/ s时,随着计算网格节

点数的增大, 超压峰值 pmax 和负压峰值 pmin 的渐

近收敛性1 

5  结论和讨论

本文给出了轴向柱塞泵阀门板上缝隙高度可

变时油膜压力分布的数值计算结果1 运动副的几何和工作参数为:缸体-阀门板间的缝隙高度
变化对缝隙中的压力分布有实质的影响1 角速度增大, 油膜的超压和负压/峰值0线性地增大

(见图 5) 1 油膜的超压和负压/峰值0也随着油粘度的增大而线性地增大(见图 6) 1 缸体相对
于阀门板的偏转角 E对于油膜超压和负压/峰值0有着实质的影响1 偏转角最小时, 产生超压

和负压最大/峰值0 1 超压和负压/ 峰值0随着偏转角增大而减小(见图 7) 1 缝隙高度可变时,

影响油膜超压和负压/峰值0主要来自缸体和阀门板之间缝隙的高度1 缝隙高度 h 最小时,出
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现超压和负压/峰值0的极大值(见图8) 1 缝隙高度最小值增大时,超压和负压/峰值0减小1 

图 11 角速度 X= 157 rad/ s 时,超压峰值 pmax   图 12  角速度 X = 157 rad/ s 时,负压峰值 pmin

作为计算网格节点数函数的收敛性 作为计算网格节点数函数的收敛性

本文还指出了运动副的规律: 对于平行缝隙, 缸体-阀门板不出现超压和负压/峰值0(见图

9) 1 由于超压/峰值0的出现, 引起了中心弹簧的弓弯、缸体的移位以及缝隙高度的增大1 因
此,在现实条件中,大的超压和负压/峰值0不会出现1 况且缝隙高度的增大,超压和负压/峰

值0会减少1 轴向柱塞泵缸体和阀门板之间的缝隙中出现超压和负压/峰值0, 已由商用软件

FLUENT 的计算得到证实1 本文得到的结果也可以用在别的场合1 
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Efficient FEM Approach for Pressure Analysis of

Oil Film in a Piston Pump

Tadeusz Zloto,  Arkadiusz Nagorka

( Faculty of Mechanical Engineer in g and Com puter Scien ce ,

Al . Armii Kra jow ej 21, 42-200 Czìestochow a , Poland )

Abstract: Numerical analysis of pressure distribution of oil film on the valve plate in variable height

gap of an axial piston pump is concerned. The analysis employs the finite element method. For deter-

mination of oil pressure variations in the gap the Reynolds equation, commonly applied in the theory

of lubrication by Pasynkov, was applied. The equation was solved numerically with the use of sel-f de-

veloped program based on finite element method. In order to obtain high accuracy of the results an

adaptive mesh refinement based on residual estimations of solution errors was applied. The calcula-

tion results were represented as dependent on the geometric and working parameters of the pump.

Key words: pump; variable height gap; pressure distribution modeling; adaptive finite element

method
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