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摘要 :  对冻结过程中的三维生物传热相变问题进行分析求解是低温生物医学中一个困难而有重

要理论意义的课题1 围绕离体生物材料的低温冻存过程, 引入移动热源模型及 Green函数法, 求得

几组不同边界(全对流、全定温和复合边界)条件下, 生物组织瞬态温度场的三维精确解表达式; 进

一步地,针对低温手术中生物活体组织受单枚或多枚冷冻探针的作用问题, 考虑了血液灌注率、代

谢热产及探针冷源的存在,同样推导出相应边界条件下瞬态温度场的精确解1 该方法对于处理复

杂生物传热问题的分析求解有重要的理论参考价值1 
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引   言

低温生物医学实践中涉及到大量的传热问题[ 1- 2] 1 随着对生物材料低温保存技术[ 3]及冷

冻外科手术[ 2]研究的深入,生物组织中带有相变的传热问题日益得到了广泛关注1 为获得最
优的低温保存或杀伤率, 对相变过程中目标组织的瞬态温度变化规律进行分析和评估十分关

键1 
求解生物组织相变问题时,区域内变量有间断及间断边界形状以及固、液界面位置未知是

引起微分方程非线性的主要因素
[ 4] 1 从物理意义上讲, 这种间断是生物组织发生相变时所释

放和吸收的潜热造成的, 也即有源(汇)存在1 冷冻过程中, 生物组织相变区域的边界条件一般

必须通过移动边界上设定的条件给出, 在固相或液相区域写出相应的能量方程后求解1 实际
上,对这些耦合方程进行求解的困难在于在固-液交界面处,温度梯度不连续,界面的位置不能

预先确定,而对于由周期性降温、复温以及多枚冷冻探针同时作用时所引起的多相变区域瞬态

传热问题,处理难度更大[ 2] 1 此外,活体组织内需要考虑存在的血管灌注传热及代谢产热,也

使问题趋于复杂化1 事实上,对这类问题即使采用数值方法, 在许多情况下也存在不少困难,
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除了移动界面的刻画较为繁琐之外,整个过程通常需要反复迭代计算相变界面的贴体坐标,计

算效率较低1 
本文旨在建立一种有一定通用意义的求解多维相变传热问题的解析方法,其求解过程不

受方程内冷(热)源数目及边界条件的限制,且可考虑血液灌注传热及代谢产热在内,可望用于

复杂冷热作用下的三维组织温度场的理论预示上1 迄今,由于生物传热的复杂性所在,即使是

常规的非相变问题, 所获得的解析解也十分有限[ 5] ; 而就相变问题而言,已有的方法大多只能

处理高度简化后的一维区域问题
[ 6] 1 Liu和 Zhou通过研究表明

[ 7]
,借助移动热源模型及 Green

函数法,可以解析求解出一维有限区域边界条件下的相变传热问题1 由此思路出发,本文探索

建立求解更为复杂也更接近真实情形的三维冻结相变问题的解析方法1 

移动热源模型的基本要点在于,将相变过程中的热量释放视为在固液交界面处存在一移

动的面热源,通过引入移动热源项可将相变问题中不同区域内的控制方程组转化为在全场区

域内的统一方程,从而极大的简化了问题求解的难度[ 7] ;而 Green函数法则是用于求解含内热

源且具有非齐次边界条件的非稳态热传导方程的高效方法
[ 8]

,对于一维,二维或三维问题在解

的形式上不受限制1 结合这两种处理策略,可以对复杂相变传热问题获得系列有基础理论意

义的精确解1 

1  低温冻存过程中的生物组织相变传热问题

1. 1  三维冻结模型

图 1  低温保存中的块状冻结

组织的 1/ 8区域

为简单起见,仅考虑如图 1所示的直角坐标系中

规则区域的计算情况1 为方便求解, 假设所有物性参

数均为常数,且相变温度为固定值1 研究对象选取为

直角坐标系下的长方体生物组织, 根据对象的几何对

称性, 取长方体的 1/ 8 ( x , y , z 轴均为正向的部分组

织) 进行研究1 这里, 原点 x = 0, y = 0, z = 0定义在

生物组织的中心; l , s1, s2 分别为 x , y , z 的 3方向上从

原点到组织边界的距离1 
对于未冻结相, 组织导热问题可描述为

  k ¨2
T l( x , y , z , t ) = Qc

5T l ( x , y , z , t )

5 t ,

  区域 R l内, t > 01 ( 1)

对于冻结相,则有

  k ¨2
T s( x , y , z , t ) = Qc

5T s( x , y , z , t )

5 t ,   区域 R s 内, t > 0, ( 2)

其中, k, Q, c 分别代表组织的热导率、密度及比热, T s, T l 分别为冻结组织内固相和液相区域

的温度分布, x , y , z 代表坐标位置, t 为时间, R l, Rs 分别代表固相和液相的区域范围,下标 l, s

分别代表液相(未冻结相)及固相(冻结相) 1 这里,为使求解可行,组织各物性参数已设定为常

数,且冻结前后不发生变化1 

应该指出的是, 在相变过程中,生物组织的物性会发生相应变化,因此,将冷冻和非冷冻区

对应物性设定为相同常数的作法存在一定误差1 从以往的物性测量数据看, 固相与液相密度
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比较接近[ 2-3] , 可认为近似相等,其余参数主要是热导率及比热变化较大一些1 无疑,单纯采用

冻结相或未冻结相的数据均会带来大的误差,为减小此方面的误差, 可采用参考物性法或等效

物性作法,将模型参数设定为冻结相与未冻结相的共同贡献,比如一种简化处理是取二者平均

值,如: k = �k = ( kl + k s) / 2, c = �c = ( c l + c s) / 2, 可有效降低计算误差,这在以往的数值计

算中是得到证实的结论1 
在相变界面上, 固相和液相被一个明确的界面分开,此界面 S 可表示为

  S( x0, y 0, z 0, t ) = z 0- s ( x 0, y 0, z 0) = 0, ( 3)

其中, s 代表移动界面, ( x 0, y 0, z 0) 代表这一特殊界面上任一点的坐标且依赖于时间1 
在假设固、液相中组织物性参数为常数, 且在固液相中分别相等的前提下, 在固-液界面处

满足如下能量守恒及温度连续方程[ 4] :

  k
5T s

5n - k
5T l

5 n = QL
5 s
5 t n

,   S ( x , y , z , t ) = 0, t > 0, ( 4)

  T s = T l = Tm,   S ( x , y , z , t ) = 0, t > 0, ( 5)

其中, n为界面的法向单位向量, L 为组织的相变潜热, Tm为相变温度, vn ( t ) = (5 s/ 5 t ) | n为
固- 液界面上任意点p 处沿法向 n 的移动速度1 

基于相变传热中的移动热源模型思想,可将上述组织中描述冻结及非冻结组织的两个能

量方程,采用同一区域内的具有移动热源的瞬态热传导问题等效表达出来,即

  ¨2
T +

QL
k

5 s( x , y , t )
5t D( z - z 0) =

1
A
5T
5t ,   在区域 Rs + R l , t > 0, ( 6)

其中, A= k / ( Qc) 为组织的热扩散率, z 0为固- 液界面任意位置 p 处的竖坐标, D( z - z0) 为

Delta函数1 
为简化方程形式,将式( 6)重新表述为

  ¨2
T +

qr( x , y , z , t )

k
=

1
A
5T
5t , ( 7)

其中, q r为广义性的体积热源, 可表示如下:

  qr( x , y , z , t ) = QL
5 s( x , y , t )

5 t D( z - z0) 1 ( 8)

1. 2  初始条件及边界条件定义
根据低温保存中经常遇到的冻结方式为[ 2-3] :

( a) 样品所有边界均受液氮冷却;

( b) 样品所有边界采用固定低温的平板直接接触冷却;

( c) 样品上下表面为定温冷却边界, 其四侧表面为对流冷却边界;

( d)上下面为对流冷却边界,四侧面为定温冷却边界1 
其中,复合边界条件( c)和( d)通常用于提高冷却速率1 
1. 3  Green函数解析解

1. 3. 1  单一边界条件

( a) 全对流冷却边界

流体冷却是生物组织冻结的常用方法,临床应用中,通常会将组织浸没于冷流体液氮中,

66 生物组织在冻结过程中的三维相变传热问题精确解



并上下晃动以增强对流换热来达到快速冷却的目的[ 2, 7] 1 
在这种情况下, 边界条件可以表示为

  

5T
5x = 0, x = 0,

- k
5T
5x = h( T - T f ) , x = l ,

5T
5y = 0, y = 0,

- k
5T
5y = h( T - T f ) , y = s1,

5T
5z = 0, z = 0,

- k
5T
5z = h( T - T f ) , z = s2,

( 9)

其中, T f为组织周围的冷却流体即液氮的温度, h 为对流换热系数 1 这里, 根据组织对称性,
已将组织中心即坐标原点处 3个方向上的对称面 x = 0, y = 0, z = 0均分别处理为绝热边界,

而组织的 3个外表面处( x = l , y = s 1, z = s2) 均为液体强迫对流冷却区域1 
不失一般性,初始温度条件可定义为

  T ( x , y , z , 0) = T 0( x , y , z ) 1 ( 10)

采用变换 H= T - T f, 可将式( 7)、( 9)、( 10)转化为如下方程, 即

  ¨2H+
qr

k
=

1
A
5H
5 t , ( 11)

  

5H
5x = 0,   x = 0,

- k
5H
5x = hH,   x = l ,

5H
5y = 0,   y = 0,

- k
5H
5y = hH,   y = s 1,

5H
5 z = 0,   z = 0,

- k
5H
5z = hH,   z = s2,

( 12)

  H( x , y , z , 0) = F( x , y , z ) = T 0( x , y , z ) - T f1 ( 13)

为获得上述方程的 Green函数,要在同样的区域内求解如下辅助问题:

  ¨2
G = D( x - N) D( y - G) D( z - K) D( t - S) +

1
A
5G
5 t , ( 14)

  

5G /5x = 0,   x = 0,

- k(5G /5x = hG ,   x = l ,

5G /5y = 0,   y = 0,

- k(5G /5 y ) = hG ,   y = s1,

5G /5z = 0,   z = 0,

- k(5G /5z ) = hG ,   z = s2,

( 15)
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  G( x , y , z , 0) = 0, ( 16)

其中, G( x , y , z , 0) = 0, t = 0是自动满足的, 因为 Green函数 G 在 t < S下为 01 
本文 Green函数的求解基于作者在文献[ 9]中发展的方法,详细步骤可参阅该文. 为简捷

起见,这里仅给出最终解1 

经过冗长的推导,可以得出方程( 11)和( 12)的 Green函数表达式如下:

  G( x , y , z , t ; N, G, K, S) =

    - 6
]

k= 0
6

]

n = 0
6

]

j = 0

cos( Bj x ) cos( Cn y ) cos( Lk z ) cos( Bj N) cos( Cn G) cos( Lk K)
N ( Bj ) N( Cn)N ( Lk)

@

    H( t - S) exp[- A( B
2
j + C

2
n + L

2
k) ( t - S) ] ,

j = 0, 1, 2, ,; k = 0, 1, 2, ,; n = 0, 1, 2, ,, ( 17)

其中, H( t - S) 为Heavyside函数, 其性质为

  dH ( t)
dt

= D( t ) 且 H( t ) =
1,   t > 0,

0,   t [ 0;

  N ( Bj ) =
l [ B2

j + ( h/ k)
2
] + h/ k

2[ B
2
j + ( h / k )

2
]

,

Bj 为方程 Bj tan( Bj l ) = h/ k 的正根;

  N ( Cn ) =
s1[ C

2
n + ( h / k )

2
] + h/ k

2[ C2
n+ ( h/ k )

2
]

,

Cn 为方程 Cntan( Cns1) = h/ k 的正根;

  N ( Lk) =
s2[ L

2
k + ( h / k )

2
] + h/ k

2[ L2
k + ( h/ k )

2
]

,

Lk 为方程 Lk tan( Lks2) = h/ k 的正根1 

最后,利用上述结果及式( 8)中热源表达式,可得出全对流冷却边界下生物组织的瞬态温

度场精确解为

  H( x , y , z , t ) = T ( x , y , z , t ) - T f =

    - Q
t

0
dSQ

l

0Q
s

1

0Q
s
2

0

qr

k
G( x , y , z , t ; N, G, K, S)dNdGdK-

    Q
l

0Q
s

1

0Q
s

2

0

1
AG ( x , y , z , t ; N, G, K, 0)#F( N, G, K) dNdGdK1 ( 18)

从该方程中关于时间的第 1项可以看出, 热扩散率 A出现在指数表达式中,即 exp[- A( B2
j

+ C2
n + L2

k) ( t - S) ] ,说明冷冻组织的 A值越高,其在受外界冷却时温度越能较快达到热平衡1 

这与普通传热学研究得到的结论是一致的1 
( b) 全定温冷却边界

在生物组织的冻结过程中,还可能直接采取平板接触冷却, 临床上经常利用预先经液氮降

温后的铜板直接与生物体接触来使之冷却,这种方式被证明具有明显高于对流情况的冷却速

率
[ 7]

,因此求解全定温边界条件下的组织温度场分布有重要意义1 
由于仅有边界条件发生变化,所以原温度控制方程保持不变, 其对应的 Green 函数解法亦

与全对流边界时的步骤相同1 设 T p 为冷却平板的温度, 则通过变量变换 H= T - T p, 采用与

全对流边界相同的推导方法对相应变量的Green函数辅助问题进行求解,可得到解的形式为
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  G( x , y , z , t ; N, G, K, S) =

    - 6
]

k= 0
6

]

n = 0
6

]

j = 0

8cos( Bj x ) cos( Cn y ) cos( Lk z ) cos( Bj N) cos( Cn G) cos( Lk K)
s1 s2 l

@

    H( t - S) exp[- A( B2
j + C2

n + L2
k) ( t - S) ] ,

j = 0, 1, 2, ,; k = 0, 1, 2, ,; n = 0, 1, 2 ,1 ( 19)

于是,生物组织低温保存过程中的全定温边界条件下的温度场分布可以表示为

  H( x , y , z , t ) = T ( x , y , z , t ) - T p =

    - Q
t

0
dSQ

l

0Q
s

1

0Q
s
2

0

qr

k
G( x , y , z , t ; N, G, K, S)dNdGdK-

    Q
l

0Q
s

1

0Q
s

2

0

1
A
G ( x , y , z , t ; N, G, K, 0)#F( N, G, K) dNdGdK, ( 20)

这里   F( x , y , z ) = H( x , y , z , 0) = T 0( x , y , z ) - T p1 

1. 3. 2  复合边界条件

在实际过程中, 出于各种原因,如器械、降温效率要求等,经常需要对冻结组织各表面同时

采用以上两种边界条件, 因此,如下进一步考虑了对不同复合边界条件下组织冻结过程的解析

求解1 此种情况下的解析解与上文所述方法相同,但为使求解可行, 需要设定冷却平板的温度

T p与冷却流体的温度 T f相同1 

( c) 上下平面采用直接平板冷却,侧面采用对流冷却

此种情形下的 Green函数解为

  G( x , y , z , t ; N, G, K, S) =

    - 6
]

k= 0
6

]

n = 0
6

]

j = 0

2cos( Bj x ) cos( Cn y ) cos( Lk z ) cos( Bj N) cos( Cn G) cos( Lk K)
N ( Bj ) N( Cn) s 2

@

    H( t - S) exp[- A( B2
j + C2

n + L2
k) ( t - S) ] ,

j = 0, 1, 2, ,; k = 0, 1, 2, ,; n = 0, 1, 2, ,1 ( 21)

( d) 上下平面采用对流冷却, 侧面采用直接平板冷却

此种情形下的 Green函数解为

  G( x , y , z , t ; N, G, K, S) =

    - 6
]

k= 0
6

]

n = 0
6

]

j = 0

4cos( Bj x ) cos( Cn y ) cos( Lk z ) cos( Bj N) cos( Cn G) cos( Lk K)
N ( Lk) s 2l

@

    H( t - S) exp[- A( B2
j + C2

n + L2
k) ( t - S) ] ,

j = 0, 1, 2, ,; k = 0, 1, 2, ,; n = 0, 1, 2, ,1 ( 22)

以上两种复合边界条件下,各参数的含义与前述相同, 且生物组织冻结温度场的表达式与

式( 18)类似,此处不再一一列出1 

应该指出的是, 要从上述解析解中求出温度场目前还存在不少困难1 但对其形式加以灵

活应用可分析某些特殊问题1 比如,以往研究表明[ 7] , 在降温过程中组织内一定部位处总存在

一个最大的降温或升温速率, 且该位置随时间的推移会发生变动1 理论上,这一动态位置可直

接利用本文解式如式( 18) , ( 20)等预测出1 例如, 利用这些解中的任一表达式, 容易求得

(5/ 5xi ) [5T( x , y , z , t ) /5 t ] (这里, x i可代表x , y , z 方向) , 令该式为 0,则所求得的 xi 即为 t时

刻下出现最大降温或复温速率的位置 1 而知道该位置的演化情况对于低温保存的操作至关
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重要, 因为正是降温及冷却速率在造成生物材料损坏的过程中起到主要作用 1 此处, 5T ( x ,

y , z , t ) /5 t 的计算可消去式( 18)、( 20)中的时间积分项, 因而进一步简化了方程形式1 总体
上,由于解析解的直观形式及其简单性,其在对于低温生物学或低温手术中相变过程的评价具

有重要意义1 

2  低温手术过程中的生物组织冻结问题

2. 1  三维冻结模型

图 2 低温手术中的组织全场区域

低温手术不同于低温保存, 它并非离体冻结, 对

未冻结区域的组织要同时考虑血液灌注以及代谢产

热等引起的热效应,相应的相变问题求解更困难1 如

下通过扩展前文方法,对在未冻结区域内采用 Pennes

方程描述活体组织传热过程、而冻结区采用导热方程

描述的问题进行求解1 考察对象选为如图 2所示的

长方体组织,为避免求解复杂边界, 取整个组织进行

研究, 低温探针有效作用区域位于组织中心, 长度为

l , 视为线冷源,位置为 x 0= l / 2, y0 = s1/ 2处,沿竖坐

标范围: ( s2- l) / 2 [ z [ ( s2 + l) / 21 
设未冻结区与冻结区组织的各项物性参数相同,

则冻结过程的控制方程为

未冻结区

  Qc
5T l

5 t = k ¨2
T l + w bQbcb( T a - T l) + Qm+ Q c,   区域 R l内, t > 0; ( 23)

冻结区

  Qc
5T s( x , y , z , t )

5 t = k ¨2
T s( x , y , z , t ) + Q c ,   区域 R s 内, t > 0; ( 24)

其中, Qb, cb 分别为血液的密度和比热, w b 为血液灌注率; T a为动脉温度, Qm为代谢热, Q c代

表冷源1 

由于固-液界面上的方程与前述相同,于是上述相变问题同样可以等价的转化为同区域内

具有移动热源的瞬态热传导问题, 即:

  Qc
5T
5 t = k ¨2

T + Qr ( 25)

其中, Qr为移动热源1 在低温手术过程中,此源项主要由3部分组成,包括血液传热及代谢热

源 Qm, 冷源(热沉)Q c和相变热源 q r, 即:

  Qr = qr+ Qm + Q c = QL
5 s ( x , y , t )

5t D( z - z 0) + q
c
mH( z - z0) + Q c, ( 26)

其中, qc
m = wb cbQb( T a - T) + qm, 反映未冻结区血液传热及组织代谢的贡献,其它参数或函

数的定义与低温保存过程相同1 

为简化求解,这里可将插入组织内部的冷刀按线冷源处理
[ 2, 4]

,假设其单位时间内供给组

织的冷源热 Q c为定值,即 Q c = B 1 值得指出的是, 这里的冷源Q c实际上具有一般性,可由多

个不占组织体积的离散项组成,如表示成Q c = 6 QiD( x- x i , y - y i , z - z i ) ( i代表探针序号,
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Qi 为第 i 号探针释放的冷量, D为 Delta函数, 表明只在该枚探针插入部位( xi , yi , zi ) 处存在冷

量) , 在冷冻实际手术过程中可代表多枚以微创方式插入到目标肿瘤的微细冷冻探针1 本文如
下给出的方程解的表达式表明,对这类即使从数值计算角度看也很难处理的多探针冷冻问题,

Green函数法恰恰易于将其表述出来,这是因为这些冷冻探针的作用仅相当于离散冷源1 所以
理论解在此方面体现出了独特价值1 

式( 25)可进一步表示成

  5T
5 t = A¨2

T -
w bcbQb

Qc
H ( z - z 0) T + g ( z , t ) , ( 27)

其中

  g( z , t ) = [ ( w b cbQbT a + qm)H ( z - z0) + q r+ Q c ] / ( Qc)1 

2. 2  初始及边界条件

低温手术中,冷刀会被插入到目标组织内部, 在一定功率的冷源作用下, 使组织经历指定

的降温过程1 由于组织表面暴露于空气中,对应的边界条件可以表示为

  

- k
5T
5x = 0,   x = 0,

- k
5T
5x = 0,   x = l ,

- k
5T
5y = 0,   y = 0,

- k
5T
5y = 0,   y = s1,

- k
5T
5z = 0,   z = 0,

- k
5T
5z = h( T - T f ) ,   z = s2,

( 28)

这里,位置 ( x = 0, y = 0, z = 0) 定义在图2所示坐标原点,与上一节离体组织的坐标设定有

所区别,这主要是由冷冻探针的插入引起的;对 x , y 方向的两侧面之所以采用绝热边界,是因为

两侧面距离组织内部的低温冷源足够远,以至于不会受到来自冷源及外界对流冷却的影响1 

同样,初始条件定义为: T( x , y , z , 0) = T 0( x , y , z ) , 且初始态下各边界均处于绝热状态1 

2. 3  Green函数解析解

虽然低温手术中降温组织在控制方程和边界条件上均有较大变化,但求解方法的实质仍

不变, 因此, 本节将不再赘述具体步骤, 仅对与低温保存解析解推导过程的不同之处给出说

明1 

为使求解可行, 需要对待求方程作特殊变换1 根据文献[ 9]引入关系式

  T ( x , y , z , t ) = T 0( x , y , z ) + W( x , y , z , t ) exp -
w bQb cb
Qc

H ( z - z 0) t 1 ( 29)

将上式代入式( 27) ,则可将其转换为

  5W
5 t = A¨2

W+ g 1( z , t ) exp
w bQb cb

Qc H ( z - z 0) t , ( 30)

其中

  g1( z , t ) = [ w bcbQb( T a- T 0) + qm ] H ( z - z0) + q r+ Q c / ( Qc)1 
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为简化表述起见,方程( 30)中的空间移动源项可进一步表示为

  q
*
r = g1( z , t ) exp

w bQbcb

Qc H ( z - z 0) t 1 ( 31)

边界条件变为

  

- k
5W
5x = 0,   x = 0,

- k
5W
5x = 0,   x = l ,

- k
5W
5y = 0,   y = 0,

- k
5W
5y = 0,   y = s1,

- k
5W
5z = 0,   z = 0,

- k
5W
5z = h[ W - f ( t ) ] ,   z = s2,

( 32)

其中   f ( t ) = ( T f- T 0) exp
w bQb cb

Qc H ( z - z 0) t H ( t ) ,

初始条件为 W( x , y , z , t ) = 01 
采用 Green函数法求解上述方程, 方法与低温保存所采用的完全相同,最后得到 Green函

数表达式为

G ( x , y , z , t ; N, G, K, S) =

  1
s 1s2 l 6

]

k= 0
6

]

n= 0
6

]

j= 0
R1R2

2[ L
2
k + ( h / k )

2
]

[ L2
k + ( h/ k )

2
] + h/ k

exp[- A( B2
j + C2

n + L2
k) ( t - S) ] @

  H ( t - S) cos( Bj x ) cos( Cny ) cos( Lkz ) cos( BjN) cos( CnG) cos( LkK) ,

j = 0, 1, 2, ,; n = 0, 1, 2, ,; k = 0, 1, 2, ,, ( 33)

其中

  R1 =
1,   j = 0,

2,   j = 1, 2, 3, ,;
 R2 =

1,   n = 0,

2,   n = 1, 2, 3, ,;

  Bj =
jP
l
; Cn =

nP
s1
;

Lk 为方程 Lk tan( Lks2) = h/ k 的正根1 

于是,类似于上节作法,考虑移动源项 q
*
r 及边界条件( 32)后, 可由上述 Green函数写出对

应于方程( 30)的冻结组织的温度分布表达式如下:

  W(x , y , z , t ) = - Q
t

0
dSQ

l

0Q
s

1

0Q
s

2

0

q
*
r

k
G( x , y , z , t ; N, G, K, S)dNdGdK-

    Q
t

0
dSQ

l

0Q
s

1

0

1
k
G( x , y , z , t ; N, G, K, S) | K= s

2
#h#f ( t )dNdG-

    Q
l

0Q
s

1

0Q
s

2

0

1
A
G ( x , y , z , t ; N, G, K, 0) F( N, G, K)dNdGdK1 ( 34)

于是,求得 W 后,最终形式的温度场的分析解即可由方程( 29)表达出来,即

  T ( x , y , z , t ) = T 0( x , y , z ) + W( x , y , z , t ) exp -
w bQb cb

Qc
H( z - z0) t 1 
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上述过程即精确求解包含有血液灌注率、代谢产热等热学效应项在内的三维活体生物组

织相变传热问题的基本步骤1 该积分方程形式较为复杂, 其积分符号内包含有移动相变前沿

的位置函数,是典型的逆问题1 因此,尽管已获得分析表达式,对这类方程形式的解进行重构

造仍有待于应用数学方法的进一步完善;其简化形式则可用到分析某些特殊传热问题如一维

冻结过程1 限于篇幅,本文不作展开1 

3  结   论

本文引入移动热源模型及 Green函数法, 分别求得了低温保存及低温手术中生物组织冻

结过程的瞬态三维温度场精确解,并给出低温保存过程全对流边界条件下的 Green 函数解推

导过程,以及根据实际情况中对应的不同边界条件下的 Green 函数解析解1 研究标明, 本文方

法具有一般性, 它首次证明了对复杂多维相变生物传热问题进行分析求解在理论上是可行的,

甚至该方法在形式上还易于处理即使从数值计算角度来说也很难计算的多探针冷冻以及多周

期降温、复温问题,因而具有基础学术价值1 然而,也应指出的是,这里给出的三维理论解由于

形式比较复杂, 如何对其加以简化处理也对计算数学提出了新的命题,相应研究值得进一步深

入1 
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Exact Analytical Solution to Three Dimensional

Phase Change Heat Transfer Problems in

Biological Tissues Subject to Freezing

LI Fang- fang1,  LIU Jing1,  YUE Kai2

( 1. T echn ica l In stitute of Phy sics and Chem istr y , Chin ese Academ y of Scien ces ,

Beijing 100080, P . R . China ;

2. Therm al Engin eer in g Depar tm ent , Un iver sity of Science and Technology Beijin g ,

Beijing 100080, P . R . China )

Abstract: Analytically solving three dimensional (3-D) bioheat transfer problem with phase change

during a freezing process is extremely difficult, however theoretically importantm. The moving heat

source model and the Green function method were introduced for the cryopreservation process of in

vitro biomaterials. Exact solutions for the 3-D temperature transients of tissues under various bound-

ary conditions such as totally convective cooling, totally fixed temperature cooling and a hybrid be-

tween them on tissue surfaces were obtained. Further, the cryosurgical process in living tissues sub-

ject to freezing by a single or multiple cryoprobes was also analytically solved. A closed form analyt-i

cal solution to the bioheat phase change process by taking account of contributions from blood perfu-

sion heat transfer, metabolic heat generation and heat sink of cryoprobe was derived. The present

method is expected to be of significant value for analytically solving complex bioheat transfer problems

with phase change.

Key words: three dimensional phase change heat transfer problem; cryosurgery; cryopreservation;

moving heat source model; bioheat transfer; the Green function; analytical solution
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