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粘弹层合板的自由振动和横向应力
�

胡明勇, �王安稳

( 海军工程大学 理学院, 武汉 430033)

摘要: � 基于 Reddy 分层理论并在板厚方向取二次位移插值函数来推导出粘弹层合板的动力学方

程, 得到了简支粘弹夹层层合板的振动频率, 其数值与已知文献数据吻合较好, 且能够计算出协调

的横向应力�� 在低频自由振动时, 横向剪应力是造成粘弹层合板脱层的主要原因; 高频时, 横向正

应力在脱层破坏中起主要作用�� 分析了粘弹材料模量对层合板横向应力的影响以及横向应力最

大值与面内应力最大值的比值�� 结果表明所采用的算法、算式及所编写的程序是可靠的��
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引 � �言

关于粘弹层合结构的弯曲振动的研究起始于 20 世纪 50 年代, 从已有的文献来看研究层

合结构的方法主要有经典板的理论( CLT) 、一阶剪切变形理论( SDT) 、三维理论、高阶剪切变形

理论、各种分层理论、有限元方法��经典板理论是基于 Kirchhoff 假定, 它在计算复合材料层合

板时是不精确的, 主要是由于其忽略了层合板的横向剪切变形和横向正应变[ 1] ; 一阶剪切变形

理论[ 2-3] 把沿厚度方向的剪切变形表示为常数, 可以计算出振动频率, 但不能得到协调的横向

应力; 三维理论[ 4-5] 能计算横向应力, 但不易用于实际形状的层合板��高阶剪切变形理论[ 6-9] 把

位移表示成厚度方向坐标的二次或高次多项式进行求解, 虽然具有更高的精确度, 但仅适合于特

殊的边界条件, 否则求解将非常困难, 因此各种数值方法被提出来, 例如有限元方法
[ 10- 12] ��本文

采用分层理论[ 13] , 在板的厚度方向取二次插值函数来描述每个数值层内位移沿厚度方向的变

化规律, 推导出粘弹层合板的动力学方程, 并得出简支粘弹层合板自由振动的解��并对一夹层

粘弹层合板进行了数值计算, 得到了与文献[ 14] 吻合的振动频率和损耗因子, 且能计算出协调

的层间剪应力和层间正应力, 对粘弹材料的模量对横向应力的影响进行了分析, 计算了面内应

力和层间应力的幅值比��

1 �位 移 场

采用直角坐标系�� x , y , z 分别表示板长、板宽、板的法线方向的坐标 �� u, v, w 表示相应

的位移分量 �� 其层合板的力学模型如图1 所示 �� 假设板的位移分量沿板厚满足位移连续条
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图 1� 粘弹层合板的几何图形和坐标系

件 �� 假定板沿厚度方向被分成 N e 个数值层, 将

位移 u, v , w 写成:

� �

u = �
N

i = 1

Ui ( x , y , t ) �
i
( z ) ,

v = �
N

i= 1
Vi ( x , y , t ) �

i
( z ) ,

w = �
N

i = 1
Wi ( x , y , t ) �

i
( z ) ,

( 1)

其中, ( Ui , Vi , W i ) 为( u, v, w ) 的节点值, �i ( z ) 为位移在板厚度方向上的二次插值函数 ��N
表示沿板厚方向总的节点数, N = 2N e + 1��

� �

�1( z ) = �( 1)
1 ( z ) ,

�
2i
( z ) = �

( i)
2 ( z ) ,

�
2i+ 1
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�( i )3 ( z ) ,

�( i+ 1)
1 ( z ) ,

�N ( z ) = �(N e)
3 ( z ) ,

� �

z 1 � z � z 3,

z 2i- 1 � z � z 2i+ 1,

z 2i- 1 � z � z 2i+ 1,

z 2i+ 1 � z � z 2i+ 3,

zN- 2 � z � zN ,

�( k )1 = 1 -
�z
hk

1 -
2�z
hk

,

�( k )2 = 4
�z
hk

1 -
�z
hk

,

�( k )3 = -
�z
hk

1-
2�z
hk

,

� � 0 � �z � hk ,

( 2)

式( 2) 中, hk 表示第k层的厚度, �z = z - z
k
b,并且 z

k
b 表示第 k 个数值层的底部坐标��把式( 1) 代

入几何关系中得

� �

�x = �
N

i= 1

�Ui
�x �

i
,

�y = �
N

i= 1

�Vi
�x �

i
,

�z = �
N

i= 1
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d�

i

dz
,
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Vi
d�i

dz
+ �

N

i= 1

�Wi

�y �
i
,

�zx = �
N

i= 1
Ui

d�i

dz
+ �

N

i= 1

�Wi

�x �
i
,

�xy = �
N

i= 1

�Ui
�y �

i
+ �

N

i= 1

�Vi
�x �

i ��

( 3)

2 �动力学方程的推导

假定材料的主方向和坐标轴的方向一致��则第 i 层正交各向异性材料的应力-应变关系为
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, ( 4)

其中, C (k )
ij 表示第 k 层材料的弹性常数 �� 粘弹性体的模量通常表现为复模量,是频率的函数 ��

忽略粘弹性材料的损耗因子随温度和频率的变化,用复刚度作为表征阻尼材料的特性参数,则

第 r 层粘弹性材料的模量为弹性常数应乘以系数[ �C ( r)
ij ] = [ C

( r)
ij ] (1 + i �v) ,其中 �v 为粘弹性

材料的阻尼因子��
粘弹性层合板的动力方程和边界条件, 可由下式所表示的Hamilton 变分原理导出:

� ��
T

0
(�U- �V - �K )dt = 0, ( 5)

其中, �U 是应变能的变分,�V 和�K 分别表示外力功的变分以及动能的变分��

� �

�U = ���V ( �x��x + �y��y + �z��z + �xy��xy + �yz��yz + �zx��zx )dxdydz ,

�V = ���V F i�uidxdydz +��S T
)

i�u ids,

�K = ���V �( i) ui��uidxdydz ,

( 6)

其中, F i 表示体力分量, T
)

i 表示表面力分量, u i 表示位移分量��忽略体力影响, 把式( 1) ~ 式

( 4) 代入式( 6) , 再代入式( 5) 可得到粘弹性层合板的动力方程:
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在式( 7) 中, i 表示数值层编号, i 的取值范围为 i = 1, 2, 3, � , N e; j 表示在每个数值层中节点

的编号, j = 1, 2, 3�� 当层号为 i 且j = 3时和层号为 i + 1 且 j = 1 时,其表示为同一节点,但

分别属于相邻的两个数值层,此时需将式(7) 中对应此同一节点的一对方程两边分别相加,变

换成一个方程 �� qt
x , q

b
x , q

t
y , q

b
y , q

t
z , q

b
z 表示作用在板上、下表面分布载荷分量,自由振动计算时

取为 0�� A ( i)
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( i)
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( i )
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jk 由下式导出:
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3 �方程求解及横向应力计算

分析四边简支矩形粘弹层合板( 长 �宽= a � b ) 的自由振动, 如图 1 所示��采用 Navier

解法求解方程( 7) :

� �

U2( i- 1)+ k = X 2( i- 1)+ kcos
m�x
a

sin
n�y
b

e
i�t
,

V 2( i- 1)+ k = �2( i- 1)+ ksin
m�x
a

cos
n�y
b

ei�t
,

W2( i- 1)+ k = �2( i- 1)+ ksin
m�x
a

sin n�y
b

ei�t
,

( 9)

其中, X 2( i- 1)+ k , �2( i- 1)+ k , �2( i- 1)+ k 表示第i 层中第k 个节点的位移幅值 �� m和n分别表示沿

x 和y 方向的半波数��把式( 9) 代入式( 7) 中得到一个代数特征值方程:

� � K � = �2
mnM�, ( 10)

其中, K 表示刚度矩阵; M 表示质量矩阵; � 表示位移特征向量:

� � � = [ X 1, �1, �1, X 2, �2, �2, � , XN , �N , �N ] �� ( 11)

方程( 10) 是 3N 阶的,对应每一个(m , n) 的值,可以解出 3N 个特征值 �2mn 及特征向量 �� 编写

程序计算出方程(10) 的全部复特征值 �mn 和复特征向量, 则可以由公式( 12) 计算出粘弹层合

板的频率以及损耗因子:

� � � = Re( �mn)
2
, �= Im( ( �mn )

2
) / Re( �mn )

2�� ( 12)

将求解得到的特征值和特征向量代入平衡方程式( 13) 并进行积分运算就能得到横向应

力:

� �

��( i )xx

�x +
��( i )xy

�y +
��( i )zx

�z = �( i) �u ( i ) ,

��( i )yy

�y +
��( i )xy

�x +
��( i )yz

�z = �( i)�v ( i ) ,

��( i )zz

�z +
��( i )zx

�x +
��( i )yz

�y = �
( i) �w ( i )��

( 13)
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4 �数值结果及分析

为了验证本文算法和算式以及程序的可靠性, 用编写的程序计算了文献[ 14] 中简支 3 层

粘弹层合板的自由振动问题:

� � a = 0. 348 0 m, b = 0. 304 8 m, h1 = h3 = 0. 762 mm, h2 = 0. 254 mm,

� � E1 = E3 = 68. 9 GPa, �1 = �3 = 0. 3, �1 = �3 = 2 740 kg/ m3
,

� � �2 = 999 kg/ m3
, G2 = 0. 869 MPa, �2 = 0. 4, �v = 0. 5��

其振动自然频率及损耗因子和文献[ 14] 分析结果进行了对比, 具体数据见表 1, 其前六阶的横

向应力如图2~ 图 12��
表 1 粘弹性层合板的自然频率和损耗因子

模态

m/ n

自然频率

文献[ 14] �/ Hz 本文 �/ Hz 误差 e / ( � )

损耗因子

文献[ 14] �/ Hz 本文 �/ Hz 误差 e / ( � )

1/ 1 60. 3 60. 24 0. 9 0. 190 0. 190 1 0. 5

2/ 1 115. 4 115. 22 1. 5 0. 203 0. 203 4 1. 9

1/ 2 130. 6 130. 43 1. 3 0. 199 0. 199 1 0. 5

2/ 2 178. 7 178. 46 1. 3 0. 181 0. 180 6 2. 2

3/ 1 195. 7 195. 42 1. 4 0. 174 0. 173 7 1. 7

� �从表 1 可以看出本文的计算结果和文献[ 14] 吻合, 说明本文所用的算法的准确性以及所

编程序的可靠性��

� � 图 2� 一阶模态横向正应力� � � 图 3� 二阶模态横向正应力� � � � 图 4� 三阶模态横向正应力

沿板厚方向的变化 沿板厚方向的变化 沿板厚方向的变化

� � 图 5� 四阶模态横向正应力� � � 图 6� 五阶模态横向正应力� � � � 图 7� 六阶模态横向正应力

沿板厚方向的变化 沿板厚方向的变化 沿板厚方向的变化

当取 m = 1, n = 1时,计算了粘弹层合板前六阶模态下横向应力随板厚的变化 �� 图2 ~
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� � 图 8� 一阶模态横向剪应力� � � 图 9� 二阶模态横向剪应力� � � 图 10� 三阶模态横向剪应力

沿板厚方向的变化 沿板厚方向的变化 沿板厚方向的变化

� 图 11� 四阶模态横向剪应力� � � 图 12� 五阶模态横向剪应力� � � 图 13� 六阶模态横向剪应力

沿板厚方向的变化 沿板厚方向的变化 沿板厚方向的变化

图7 可以看出,粘弹板在振动中 Rzz 值会交替出现正值和负值(即拉、压应力) ; 对应六阶模态下

法向正应力 Rzz 在粘弹层的跨中位置出现了最大值 1 图8 ~ 图 13可以看出,横向剪应力的峰

值大都在粘弹层和弹性层接合处出现; 粘弹板在振动中 Rxz , Ryz 值会交替出现正值和负值( 即

拉、压应力) 1 图 2~ 图 13可以得出: 在低阶模态下, 横向剪应力幅值显著高于横向正应力的

幅值1 而在六阶模态即高阶模态下, 则横向正应力幅值显著高于横向剪应力的幅值, 主要由于

板在振动过程中的惯性力主要由层间正应力来平衡, 在高频振动时, 其加速度大使得惯性力

大, 故导致层间正应力增大1 

取 m = 1, n = 1,表 2给出了层合板前六阶振动模态横向应力最大值和面内应力 Ryy 最大

值的比1 

取粘弹材料Ñ 的弹性模量 E2 = 6. 89 @105
, 粘弹材料 Ò 的弹性模量 E2 = 6. 89 @107

, 除

粘弹材料模量外, 其它材料参数同上1 计算结果如表 31 从表 3 可以看出当粘弹层的弹性模

量越小时, 其横向应力越低; 当半波数增加时, 横向应力也增加1 

表 2 横向应力的最大值和 Ryy 的最大值的比

 ( | Rzz | max/ | Ryy | max) / ( % ) ( | Ryz | max/ | Ryy | max) / ( % ) ( | Rxz | max/ | Ryy | max) / ( % )

一阶模态 0. 000 13 0. 40 0. 35

二阶模态 0. 003 0. 036 0. 041

三阶模态 0. 008 292 333

四阶模态 0. 007 0. 067 0. 059

五阶模态 0. 037 0. 64 0. 56

六阶模态 150 0. 26 0. 22
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表 3 粘弹层合板的横向应力

m/ n

| Rzz | / Pa

粘弹材料Ñ 粘弹材料Ò

| Rxz | / Pa

粘弹材料Ñ 粘弹材料Ò

| Ryz | / Pa

粘弹材料Ñ 粘弹材料Ò

1/ 1 5 880. 6 14 376 2. 203 7 @106 4. 888 4 @106 2. 396 6 @106 5. 581 2 @106

2/ 1 13 885 74 611 7. 524 1 @106 2. 204 8 @107 4. 295 3 @106 1. 258 6 @107

2/ 2 33 698 2. 191 7 @105 1. 137 0 @107 3. 730 0 @107 1. 298 1 @107 4. 258 5 @107

3/ 1 70 645 2. 72 @105 1. 861 7 @107 6. 210 6 @107 7. 085 3 @106 2. 363 5 @107

3/ 2 1. 109 8 @105 5. 040 4 @105 2. 416 1 @107 8. 347 1 @107 1. 839 0 @107 6. 353 3 @107

3/ 3 1. 923 5 @105 1. 026 6 @106 3. 329 3 @107 1. 166 7 @108 3. 801 2 @107 1. 332 1 @108

5  结  论

采用分层理论推导出粘弹层合板的控制方程, 不仅得到了准确的振动频率和损耗因子, 还

得到了协调的横向应力值1 对应于低阶模态, 横向剪应力显著高于横向正应力, 因而在低阶模

态下横向剪应力是造成脱层的主要原因; 对应于高阶模态, 横向正应力显著高于横向剪应力,

较高的横向正应力是层合板脱层的主要原因1 此外, 当粘弹层的弹性模量增加时, 其横向应力

的值也增加1 
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F r e e V i b r a t i o n a n d T r a n s v e r s e S t r e s s e s o f

V i s c o e l a s t i c L a m i n a t e d P l a t e s

HU M ing- yon g ,  W AN G An- w en

( College of Science , Nava l Univ er sity of En gin eer ing , Wuhan 430033, P . R . Chin a )

Abst ra ct : Based on Reddy. s layerwise theory, the governing equations for dynamic re sponse of vis-

coelastic laminated plate were derived by using the quadratic interpolation function for displacement in

the dire ction of plate thickness. And the vibr ation frequencies and lo ss fa ctor s w er e calculated for fr ee

vibr ation of simply suppor ted v iscoelastic sandwich plate, w hich show s a good agreement with the da-

ta in the reference. And harmonious transverse stresses can be obtained. The transverse shear str ess-

es ar e the main fa ctor that leads to the delamination of viscoelastic laminated plate in lower- frequency

fre e vibr ation and the transver se normal str ess in higher- frequency fre e vibration. The relationship of

the modulus of visc oelastic materials to transver se stress was analy zed. The ratio of tr ansverse stress

max- value to in- plane stress max- value w as obtained. The results show that the method, equations

and programs are reliable.

Key w ords: viscoelastic; layerwise theor y; transver se stress; laminated plate
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