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R-滤子的谱及几何性质
X

冷  拓

(中国科学院成都计算所 自动推理实验室, 成都 610041)

摘要 :  应用 Fourier分析, 研究了 R-滤子的谱性质, 并且证明了 R-滤子是最小二乘方多项式法则

的推广,在此基础上给出了 R-滤子的几何解释1 
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引   言

本文中,我们用实数序列表示经济时间序列, 每一次观察结果都是这个序列的一个元素1 

在文献[ 1]中,Hodrick和 Prescott等建立了 HP-滤子理论1 它已是经济时间序列分析中一个十
分有用的工具1 所谓的HP-滤子可表述为下面的最优化问题:

  min
y
j

N
j = 1

FK  FK= 6
N

i= 1

( x i - y i )
2
+ K( $

2
yi )

2
,

其中, xi 是要被过滤的序列, 我们叫做输入序列, 这个最优化问题的解 yi 是滤后的序列,

我们叫做输出序列 1 $是中心差分算子, K是一个参数1 

HP-滤子的主要想法是分解时间序列成高和低的频率分量1 HP-滤子及应用已有众多的

文献研究[ 2-8] , 特别是用HP-滤子估计GDP 更是吸引了广泛的兴趣[ 9] 1 

最近, Fabio Araujo等给出了HP-滤子的一个重要推广,叫做 R-滤子1 R-滤子是下面的最优

化问题:

  min
y
j

N
j = 1

FK, r   FK, r = 6
N

i= 1
( xi - yi )

2
+ K 6

N- r/ 2

i= r/ 2+ 1
( $

r
y i )

2
, ( 1)

其中, ( $r
yi ) 是 y i的第 r 阶中心差分, x i 是一个输入序列1 

在R-滤子理论中,被发现的高阶滤子是 HP-滤子/家族0中的另外的成员1 R-滤子保持了

HP-滤子光滑阶参数 K的选择所产生的灵活性,还增加了滤子选择参数 r1 

对一个给出的输入序列 x i , 如果 yi 是使得上面FK, r 取最小值的一个序列, 则我们就

称 yi 是 R-滤子的一个解1 
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为简单起见,我们记

  # = k | max 1 + r
2
, i -

r
2
, j -

r
2

[ k [ min N -
r
2
, i +

r
2
, j +

r
2

1 

Fabio Arauje等在文献[ 2]中证明了下面的定理1 
定理 1  对一个给出的输入序列 xi , 则 R-滤子的解能表示为

  y = ( I + KB ( r ) )- 1
x ,

其中

  B( r ) = ( bij ) N @N , bij = 6
k I #

(- 1) i- j
C
r / 2- k+ i
r C

r / 2+ j- k
r 1 

本文的主要目的是研究 R-滤子的谱性质1 我们还将证明 R-滤子是最小二乘方多项式法

则的推广,从而给出了R-滤子的几何解释1 
本文除了引言, 被分成两节1 在第 1节中,我们用Fourier 变换研究 R-滤子的谱性质; 在第

2节中,我们讨论了 R-滤子的收敛性并给橱了 R-滤子的几何解释,我们证明了当 Ky+ ] 时,

R-滤子等价于最小二乘方多项式法则1 

1  R-滤子的谱性质

为了研究 R-滤子的主要谱性质,我们研究了一个比式( 1)更简单的优化问题1 即我们假
设输入和输出序列都是无限长的序列, 我们前面的优化问题可以下面修正的形式给出:

  min
y
i

Fr , K, ]   Fr , K, ] = 6
+ ]

i= - ]
( x i - yi )

2
+ K( $ryi )

2 1 ( 2)

我们有

引理 1. 1

  
5Fr , K, ]

5xi = 0 Z y i + K$2r
yi = xi 1 

证明  根据已知的事实[ 2] :

  $
r
yt = 6

r /2

l= - r/ 2
(- 1)

l+ r / 2
C
l+ r / 2
r y t+ l 1 

我们有

  
5$r

yk
5yi

=
(- 1) r / 2+ k- i

C
r / 2+ k- i
r ,

0,
  
如果 | k - i | [ r / 2,

其它 1 

  5
5yi 6

+ ]

- ]
($r

yk)
2
= 2 6

+ ]

- ]
( $ry k)

5
5 yi

( $r
yk) =

    2 6
i+ r / 2

k= i- r / 2
( $

r
yk) (- 1)

r / 2+ k- i
C
r / 2+ k- i
r =

    2 6
i- r/ 2 [ k [ i+ r/ 2,- r/ 2 [ l [ r /2

(- 1) k- i+ l
C
r / 2+ k- i
r C

r / 2+ l
r yk+ l =

    2 6
i+ r

k= i- r

(- 1)
k- i+ r

C
k- i+ r
2r yk = 2 6

2r

k= 0
(- 1)

k
C
k
2ryi+ k- r 1 

另一方面,

  $
2r
y i = ( L - I )

2r
L
- r
yi = 6

2r

k= 0
(- 1)

k
C
k
2rL

k
L
- r
yi =

    6
2r

k= 0

(- 1) kCk
2rL

k- r
y i = 6

2r

k= 0

(- 1) kCk
2ryi+ k- r ,
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其中, L 为 lag算子1 
因此

  5
5yi 6

+ ]

- ]
($r

yk)
2
= 2$2r

y i1 

故

  
5Fr , K, ]

5xi
= 0 Z y i + K$2r

yi = xi 1 t

现在,我们研究下面差分方程的谱性质, 这叫做R-滤子的一阶条件:

  y i + K$2r
yi = xi 1 ( 3)

我们时常用式( 3)的齐次差分方程:

  y i + K$2r
yi = 01 ( 4)

引理 1. 2  齐次差分方程( 4)的特征多项式是

  P( u) = u
- r
( ( u - 1)

2r
+ (1/ K) u

r
)1 

证明  设方程( 4)有形如 yk = u
- k 的解, u X 01 将它代入方程(4) ,便知 u 应满足下面的

方程:

  u
- k

+ K6
2 r

j = 0
C
j
2r(- 1)

j
u
- k- j+ r

= u
- k

1 + K6
2r

j= 0
C
j
2r (- 1)

j
u
r- j

=

    u
- k 1 + Ku- r 6

2r

j= 0
C
j
2r (- 1) ju2r- j

= u
- k
(1+ Ku- r

(1- u)
2r
) =

    Ku- ( k+ r)
( ( u - 1) 2r + (1/ K) ur ) = Ku- k

P ( u) = 01 
故 P ( u) 是方程( 4)的特征多项式1 t

因为线性差分方程是一个线性非时变系统,下面对这种线性系统作一简短的回顾1 
L叫做一个线性非时变系统, 如果

1) L ( Axt + Byt ) = AL ( x t ) + BL ( y t ) ,   A, B I C;

2) L ( Lxt ) = LL ( xt ) 1 
其中, L 是一个 lag算子1 

设输入 xk 的 Fourier表示为

  x k = Q
P

- P
e
ikX

dFx ( X)1 

设 yk 是系统 L的输出,即 L: yk = L ( x k) , 用记号Dk表示

  Dk =
1,   k = 0,

0,   k X 01 
用 hk 表示 Dk 的反应,即 hk = L (Dk )1 我们有下面的线性算子公式:

  y k = L ( x k) = L 6
]

j= - ]
Dk- j xj = 6

]

j = - ]
L (Dk- j ) xj =

    6
]

j = - ]
hk- jxj = 6

]

j= - ]
hk- jQ

P

- P
eij XdFx ( X) =

    Q
P

-P 6
]

j= - ]
hk- j e

- i( k- j ) Xeik XdFx ( X) =

    Q
P

-P
ei k X 6

]

n= - ]
hne

- in XdFx ( X) = Q
P

- P
H ( X) ei kXdFx ( X) , ( 5)
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其中, H ( X) = 6
]

n = - ]
hne

- inX
= 2PF ( hn ) (F是离散的Fourier变换) ,叫做频率反应1 

进一步,设 f x ( X) 和 f y ( X) 分别是 x 和y 的谱密度,则

  f y( X) = H ( X) f x ( X)1 
这一节的主要结论是下面的定理1 
定理 1. 3  设H r , K( X) 是式( 3)的频率反应函数,则

  H r , K( X) =
1

1 + 2rK( cosX- 1) r
1 

证明  根据线性算子公式( 5) ,我们令

  x k = Q
P

- P
eikXdFx ( X) , yk = Q

P

- P
H r , K( X) e

i kXdFx( X) ,

将它们代入式( 3)可得

  Q
P

- P
H r , K( X) e

i kX
dFx( X) + K6

2r

j= 0
C
j
2r (- 1)

jQ
P

- P
H r , K( X) e

i( k+ j- r) X
dFx ( X) =

    Q
P

-P
ei kXdFx( X) ZQ

P

- P
H r , K( X) e

i kX 1+ K6
2r

j = 0
C
j
2r(- 1) j ei( j- r) X dFx( X) =

    Q
P

-P
ei kXdFx( X) ZQ

P

- P
H r , K( X) e

i kXKP ( e- iX
)dFx ( X) = Q

P

- P
eikXdFx ( X) 1 

因此

  H r , K( X) =
1

KP( e- iX
)
=

e
- irX

/ K
( e- iX

- 1) 2r + e- irX
/ K

=
1

1+ 2rK( cosX- 1) r
1 t

现在我们用频率反应函数 H r , K( X) 研究 R-滤子的谱性质1 我们有下面的结论:

1) 对每个 X I R,H r , K( X) 的值都是实数 1 这意味着对每双( r, K) , 这是一个零-相滤子1 

2) 当 r 是偶数时,H r , K( X) > 01 但是当 r 是奇数时, H r , K在频率X = arccos1- 1/ (2
r

K)

时, H r , K( X) 有无穷峰值, 这时 y 的谱密度f y ( X) 是不收敛的1 因此,我们仅考虑 r 取偶数时的

滤子1 这样,HP滤子是这个家族中的第一个成员1 
注意到 r 是偶数时,

  0 <
1

1+ 4
r
K

[ H r , K( X) [ 11 

因为

  
dH r , K( X)

dX
= - H

22rK(1 - cos X) r- 1sinX< 0,

当 X I (0,P) 时, H r , K( X) 是单调的 1 因此,对给定的( r , K) ,存在唯一的 X0 I (0,P) 使得

  H r , K( X0) =
1
2
1 

因为

  H r , K( X0) =
1
2

Z cos X0 = 1-
1

2K1/ r
,

存在无穷多个 ( r , K) 满足H r , K( X0) = 1/ 21 事实上, 每双( r , K) 都是曲线 K= a
r
上的点,其中

a = 1/ (2( 1- cosX0) ) 1 
现在,我们引进参数等价的定义:

如果某两对参数 ( r 1, K1) 和( r 2, K2) 使得
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  H r
1
, K

1
( X0) = H r

2
, K

2
( X0) =

1
2
,

则我们称 ( r1, K1) 和( r2, K2) 等价1 
因此,我们有下面的结论1 
命题 1. 4  ( r1, K1) 和( r2, K2) 等价当且仅当

  KK21 = KK12 1 ( 6)

这样,如果式( 6)成立, 则在给定的分离点 X0的频率滤子 H r
1
, K

1
( X0) 和H r

2
, K

2
( X0) 等价 1 

进一步,如果两个滤子等价且 r2 > r 1,那么我们选择 H r
2
, K

2
( X0) 1 

注  在文献[ 2]中,作者称 X0是 H r , K( X) 在( 0,P) 中的拐点,即他们证明了

  
52H r , K

5X2 ( X0) = 0 ] H r, K( X0) =
1
2
1 

通过计算,我们认为这一结果是错误的1 事实上,

  
52H r , K

5X2 = H
3
2
r
r (1 - cosX)

r- 1
2
r
K(1 - cosX)

r
[ ( r + 1) + rcosX] - [ ( r - 1) + rcosX] ,

则对满足 cosX0 = 1- 1/ (2K1/ r ) 的 X0 有

  
52H r , K( X0)

5 X2 X 01 

此外,我们认为很难给出 H r , K( X) 的简单的拐点公式1 因此选择 Hr , K( X) = 1/ 2作为分离点频率相对简单1 

2  R-滤子和最小二乘方多项式法则

在这一节里,我们证明一个事实: R-滤子是最小二乘方多项式法则( LSPA)的一个推广1 
我们的主要结论是下面的定理 2. 8和定理 2. 111 

我们需要下面的引理:

引理 2. 1  设

  �k = (1
k
, 2

k
, ,, N

k
) ,   k I 0, 1, ,, r - 1 1 

则0
-

, 1
-

, ,, r - 1是 R
N 中线性无关的向量组1 此外,

  detG (0
-

, 1
-

, ,, r - 1) > 0,

其中, G( 0
-

, 1
-

, ,, r - 1) 是 0
-

, 1
-

, ,, r - 1的Gram-矩阵1 
证明  设

  M =

10 20 , N
0

1
1

2
1 , N

1

s s s s

1r- 1 2r- 1 , N
r- 1

r@N

,

则它的 r- 阶行列式

  

10 20 , r
0

11 21 , r
1

s s s s

1r- 1 2r- 1 , r
r- 1

= F
r \j> i \1

( j - i ) X 01 

所以 rankM = r ,即 0
-

, 1
-

, ,, r - 1线性无关1 因此 Gram-矩阵 G (0
-

, 1
-

, ,, r - 1) 是正定的,故

detG(0
-

, 1
-

, ,, r - 1) > 01 t
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设

  M
r
= a10

-

, 1
-

+ ,+ ar r - 1, ai I R, i = 1, 2, ,, r ,

则 M
r 是R

N 中的r- 维超平面(子空间) 1 设 x
*
= ( x

*
1 , x

*
2 , ,, x

*
N ) 是LSPA作用于 x 产生的

序列,即 x
*
是 x 在超平面M

r
上的正交投影1 

引理 2. 2  对任意的 x I R
N
, 有

  x
*
= Px ,

其中

  P = RG
- 1
R

T
, G = G( 0

-

, 1
-

, ,, r - 1) , R
T
=

0
-

1
-

s

r - 1 r@N

1 

证明  设 ( M
r
)

L 是 M
r 的正交补1 则

  x - x
* I ( M

r
)

L 1 
故

  3x - x
*
,�j4 = 0,   j = 0, 1, ,, r - 11 ( 7)

设 x
*
= a10

-

+ a21
-

+ ,+ ar r - 11 使用矩阵的记号,式( 7)可以被重写为

  G

a1

a2

s

ar r@ 1

=

3x , 0
-

4

3x , 1
-

4

s

3x , r - 14 r@ 1

=

0
-

1
-

s

r - 1 r @N

#x = R
T
x 1 

由引理2. 1可知,存在逆矩阵 G
- 11 因此

  

a1

a2

s

ar

= G
- 1
R
t
x 1 

故

  x
*
= R

a1

a2

s

ar

= (RG
- 1
R

T
) x = Px1 t

我们称 P : R
N y R

N 为M
r 上的投影算子1 

引理 2. 3  投影算子 P 具有下面的性质:

( a) Px = x ,即 x 是P 的不动点当且仅当x I (M
r
)

L
;

( b) P = RG
- 1
R
t 是对称的;

( c) P
2
= P ;

( d) rankP = r ;

( e) P 有 r 个特征值为 1和N - r 个特征值为 01 
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P 的这些性质都是众所周知的[ 10] 1 
引理 2. 4  设 P ( x ) 是次数小于 r 的多项式,则

  6
r

k= 0

P ( k ) (- 1) kCr
k
= 01 

证明  设�$ = L - I ,即�$f ( x ) = f ( x + 1) - f ( x ) ,其中 L 为 lag算子, I 为恒等算子,则

  �$r
P ( x ) = ( L - I )

r
P( x ) = 6

r

k= 0

(- 1) kCr
k
L
k
P ( x ) = 6

r

k= 0

(- 1) kCr
k
P ( x + k) 1 

注意到 degP ( x ) < r ,�$r
P ( x ) = 0, 有

  6
r

k= 0

(- 1) kCr
k
P( x + k) S 01 

在上式中令 x = 0, 即可得

  6
r

k= 0

(- 1) kCr
k
P ( k) = 01 t

引理 2. 5

  kerB( r ) = M
r 1 

证明  由 rankB( r ) = N - r , 可得

  dim( kerB ( r ) ) = N - rankB ( r ) = r = dimM r 1 
所以,我们只需证明

  M
r < kerB ( r) 1 ( 8)

为了证明式( 8) ,我们只需证明 M
r 的基是 kerB( r ) 中的元素,即 0

-

, 1
-

, ,, r - 1 I ker( B( r ) ) ,

即

  B( r )�k = 0,   Pk I 0, 1, ,, r - 1 1 ( 9)

事实上,设

  A = ( a i, j ) N @ N =

C
0
r 0 , , , , 0

- C
1
r C

0
r 0 , , , s

s  w    s

(- 1) i- 1
C
i- 1
r , , C

0
r

s    w

C
r
r

s w    w

0 , C
r
r , (- 1) i- 1

C
i- 1
r , C

0
r

和

  ai , j =
(- 1) i- j

C
i- j
r ,

0,
  

0 [ i - j [ r Z j [ i [ j + r [ N ,

否则,

  D =
I (N- r )@ ( N- r) 0(N- r)@ r

0r@ (N- r) 0r@ r
1 

由文献[ 2] B ( r ) = ADA
T
, 可得
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  B( r )�k = B( r )

1
k

2
k

s

N
k

= ADA
T

1
k

2
k

s

N
k

=

    AD

6
r

i= 0
(- 1) iCir ( i + 1) k

6
r

i= 0
(- 1) iCir ( i + 2) k

s

6
r

i= 0

(- 1) iCir ( i + N - r )
k

s

C
0
r (N - 1) k - C

1
rN

k

C
0
rN

k

= A

6
r

i= 0

(- 1) iCir ( i + 1) k

6
r

i= 0

(- 1) iCir ( i + 2) k

s

6
r

i= 0
(- 1) iCir ( i + N - r )

k

0

s

0

1 ( 10)

另一方面, 在引理 2. 4中分别令 P ( x ) = ( x + 1)
k
, ( x + 2)

k
, ,, ( x + N - r )

k
, 有

  

6
r

i = 0
(- 1) iC i

r( i + 1) k = 0,

6
r

i = 0
(- 1) iC i

r( i + 2) k = 0,

s

6
r

i = 0

(- 1) iC i
r( i + N - r)

k
= 01 

( 11)

结合式( 10)和( 11) ,就可推出式( 9) 1 t

设 TK, r = ( I + KB ( r) )- 1
,则对任意的输入序列 x = ( x 1, x 2, ,, xN ) , y = TK, r x 都是 R-滤

子的输出序列1 容易看出 TK, r: R
N y R

N 是同构的1 

引理 2. 6  TK, r x = x (即 x 是TK, r 的不动点) 当且仅当 x I M
r 1 

证明  由引理 2. 5可得

  B( r ) x = 0 Z x I M
r 1 

因此

  TK, r x = x Z ( I + KB( r ) )- 1
x = x Z ( I + KB ( r ) ) x = x Z

    B ( r ) x = 0 Z x I M
r 1 

引理 2. 7  对任意的 x I R
N
,设 y = TK, r x , K> 0,则对任意的 z I M

r 都有

  3x - y , z4 = 01 

证明  注意到 T : R
N y R

N
是一个对称算子,并应用引理 2. 6, 可得

3x - y , z4= 3x , z4- 3TK, r x , z4 = 3x , z4- 3x , TK, r z4 = 3x , z4- 3x , z4 = 01 t

下面的定理 2. 8给出了 x
*
(LSPA作用于 x 产生的序列) 和 y ( R-滤子作用于 x 产生的序

列)的一个有趣关系1 

定理 2. 8  对任意的 x I R
N
,设 x

*
= Px , y = TK, r x ,则存在 u I (M

r
)

L 使得
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  y = x
*
+ u1 

证明  由引理 2. 7可得

  x - y I (M
r
)

L 1 

设 x - y = u1 I (M
r
)

L
, 则有

  x = y + u11 ( 12)

另一方面,由 R
N
= M

r © (M
r
)

L
,

  x = x
*
+ u2,   u2 I (M

r
)

L 1 ( 13)

结合式( 12)和( 13) ,即得

  y + u1 = x
*
+ u2 Z y = x

*
+ ( u2- u1) = x

*
+ u,

其中   u = u2- u1 I (M
r
)

L 1 t

定理 2. 8给出了R-滤子的几何解释1 
在文献[ 2]中, Fabio Araujo 等证明了 B ( r ) 是一个半正定矩阵且 rank( B( r ) ) = N - r ,故

B ( r ) 有 N - r 个特征值为正和r 个特征值为 01 

引理 2. 9  设 K1, K2, KN- r 是B( r ) 的 N - r 个正的特征值,则 TK, r 有N - r 个特征值

  1
1 + KK1

,
1

1 + KK2
, ,,

1
1+ KKN- r

,

其它 r 个TK, r 的特征值都是 01 
引理 2. 9是显然的,所以我们不对其进行证明1 

引理 2. 10  设 v1, v2 , , vm 是R
N 的m 维子空间的正交基, z = 6

m

i= 1

ai v i , 则

  m +z + \ 6
m

i= 1
+ai vi +1 

证明  因为

  +z +2
= 3 6

m

i= 1
ai v i , 6

m

i= 1
ai vi 4= 6

m

i= 1
3a i v i , ai v i4=

    6
m

i= 1
+ ai v i +2 \ +ai vi +2

,

所以

  m +z + \ 6
m

i= 1

+a iv i +1 t

定理 2. 11  当 Ky ] 时,有

  TK, r y P 1 

证明  对任意的 x I R
N
, 因为

  R
N
= M

r © (M
r
)

L
,

所以

  x = z 1+ z 2,   z 1 I M
r
, z 2 I (M

r
)

L 1 
由引理2. 3可得

  P( x ) = P ( z 1) + P( z 2) = z11 ( 14)

另一方面,由引理 2. 6有

  TK, r ( x ) = TK, r( z 1) + TK, r ( z 2) = z 1+ TK, r ( z 2)1 ( 15)
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设 v1, v2, ,, vN- r 是TK, r 的特征值

  1
1 + KK1

,
1

1 + KK2
, ,,

1
1+ KKN- r

所对应的特征向量1 则 v1, v2, ,, vN- r 是线性无关的且两两正交 1 因此 v i
N- r
i = 1 是(M

r
)

L 的

正交基1 
设

  z 2 = 6
N- r

i= 1
a i v i ,

则

  TK, r ( z 2) = 6
N- r

i= 1

aiTv i = 6
N- r

i= 1

a i
1 + KKi

v i1 

根据引理 2. 10,可得

  | TK, r ( z 2) | [ 6
N- r

i= 1

a i
1 + KKi

v i [

    max
i I 1, 2, ,, N- r

1
1+ KKi 6

N- r

i= 1

| a i v i | [

    ( N - r ) +z2 + max
i I 1, 2, ,, N- r

1
1 + KKi

y 0,   Ky ] 1 

故

  TK, r ( z 2) y 0,   Ky ] 1 ( 16)

结合式( 15)和( 16)可得

  TK, r ( x ) y z 1,   Ky ] 1 ( 17)

由式( 14)和( 17) , 又有

  TK, r ( x ) y P ( x ) ,   Ky ] , Px I R
n1 

故

  TK, r y P ,   Ky ] 1 t

定理 2. 11表明 R-滤子是最小二乘方多项式法则的一个推广1 

致谢  作者感谢 Azzouz Dermoune教授的鼓励与指导1 
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Spectral Properties and Geometric

Interpretation of R-Filters

LENG Tuo

( Labor ator y for Autom ated Rea son ing an d Progr amm ing , Chengdu Inst itute of

Com puter Applicat ion s , Chin ese Academ y of Scien ces , Chen gdu 610041, P . R . Chin a )

Abstract: Applying the Fourier analysis, the spectral properties of the R-filters are studied. Further,

it was proved that R- filters is a generalization of least squares polynomial adjustment. And the geomet-

ric interpretation of R-filters was given.

Key words: R-filter; HP-filter; spectral property; Fourier analysis; Hess-matrix; operator theory
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