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�

若有
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,

该方法收敛
,
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�

作为应用
,

讨论 了� 种有限元空间
,

并

和 � �
�

�
,

以 和 � ��方法比较
�

数值结果表明该方法对网格畸变不敏感
,
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�
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引 言

��� �� �� 卜��
�
曲

�

板模模拟的是弹性板在横向外力作用下的形变
�

它的主要特点是引入了

剪切变量
�

工程上具有计算薄
、

中厚度的板问题时广泛使用该模型
�

但是
,

当板很薄的时候
,

通常的有限元方法不收敛
,

这就是所谓的剪切 �� �� �� 现象
�

即当板的厚度越来越小时
,

通常

要求 �� � �� ��� 假设成立
,

这对低阶有限元来说要求太高
�

为解决这一问题
,

近年来已经有不少

研究的方法
�

��� � 年
,

�� ��
‘�对 ��� �� �� 卜�� �� �

。
板问题提出了混合有限元方法

,

引入剪切变量
,

避免

了剪切城�� ��
�

但它要求有限元空间同时满足强制性和 ��� �� � 条件
,

这使有限元空间的构

造有很大限制
�

为减弱这一条件
,

� � �� 和 � ��
�

【�〕提出了一类混合插值�投影有限元法
,

要求横向位移空间 叭和剪切力空间几 满足 �叭 � 几
�

之后 �� �� �� 提出了部分投影法
,

�� �
�

�� �� ! 提出了几种稳定化方法
,

使得强制性条件自动满足
,

但 ��� 
��� 条件需特定条件才能保

证
�

以上这些方法都是基于协调有限元逼近
�

近年来
,

非协调有限元方法也有不少工

作��
一

�’�
,

但通常要求有限元空间满足 认俄 � 几阵
�〕

�

���� 年
,

��  ! 和 �� �等�
’〕在没有此条件

下构造了两个满足强制性和 ��� �� � 条件的四边形元
�

根据广义协调元理论 �
”

一

�� 
�

也可以构

造出一系列不需要 �、叭 � 几 的非协调元
�
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本文提出一个新的不需要满足 �、叭 � �� 和 ��� �� �条件的非协调稳定化混合有限元方

法
�

设 �� �
,

八
,

‘��为��
,

�
,

‘�的有限元解
,

若 � �是非协调的
,

风是协调的
,

且 ‘� � 扩 �口�
,

那么该方法就绝对稳定
�

若 � 、可分解成一个协调部分加上一个非协调部分
,

且非协调部分

满足能量协调条件
,

该格式就是收敛的
,

并有误差估计
�

作为应用
,

对 �� �� � 元�”�
,

� 。
元【’“�以

及 � �� ! �
元〔’�

一

’�〕进行数值模拟
,

并与 � ���冷【’�� 和 � ��【圳方法比较
,

数值结果表明该方法对网

格畸变不敏感
,

若适当选取参数
,

在粗网格上就有高精度
�

� � � ��� � � �� � ��� �� 板模型及变分格式

我们用标准的 �� 加��� 空间的范数记号
�

用黑体表示向量
,

如 �
“

�口�
二
【尸 �月�〕�

�

用

��
, ·

�表示 护�。�或扩 �。�上的内积
�

设 。是多角形区域
, ,

不是。 的一个四边形剖分
,

剖

分单元为 �
�

设 � � 为单元 � 的直径
,

� 二 � �� ��‘
� � 任万�

�

定义分片肠场��� 空间

万,
�

�

不�
�二

�
。 任 且万,

�� �
�。 �。。 二 ��

�

�‘石

这样可定义该区域上的分片微分算子
,

我们在算子右下方加上 �
�

空间 � ’�
�

不�上的半范

数为 �· �,
,

、 二
��� �

。
��。

,

相应的范数为 ��
‘

�】子
,

� �� � � 一子
,

� � ��
�

��吕
�

设 。 � 护 是板的中面
,
� 是板的横向位移

,

声二 �月�
,

几�� 是角位移
,

, 是剪切力
,

, 为板

厚
,

� 任 护�日 �为一致载荷
,

� 为弯曲张量
,

那么固支的 �� ���
� ��

一

�� �� ��
�
板问题就是求下列微

分方程的解
�

求 ��
,

乡
,

。�任 玛�。�
火
玛�。�

、 乙��口�
,

使得
一

胡
一 ‘ 二 �

,

在 口 中
,

�� 
一 ��� , 二 �

,

在 口 中
,

���

『 二 几�
一� �� �

一
� �

,

在 。 中
,

���

� 二 �
,

口
二 �

,

在 刁口 上
�

�� 

在式��� 中
,

几 二
�� ��  � � �

。
��是剪切模量

,

这里 � 二 ��� 为剪力矫正因子
,

� 是弹性模

量
, ,
是 �� �� �� 比

�

在式�� 中
,

� 是微分算子
,

定义如下
�

� � 一 ��� � � �声�
,

这里
,
。�� �是对称梯度算子

�

对式�� �和��� 两端分别乘以 , 任 � 占�。 �
, 。 任玛�口�

,

分部积

分
,

再相加�将式�� 两端乘以 � 任 扩�口 �然后积分
一
得到如下混合变分格式

�

求 ��
,

乡
,

,
) 任 万占(。)

、 万占(。)
、 乙2(。)满足

a
(P

,

, )
+

(
,

,

V

: 一
, )

=
( g

, 。
)

,

V (

。 ,

”) 任 玛(。)
/
玛(口)

,

(
5

)

久
一 , t Z

(
‘

,
:

)

一
(
:

,

V
w 一

口)
二

o
,

V
: 〔 乙2(。)

,

(
6 )

其中
a(P

,

勺)
=
(CB (口)

,
‘
( 叮))

.

从式(6)中消去 ,
,

可得
:
求(二

,

口) 任 玛(。)
x H 占(。 )

,

满足

。
(口

,

, )
+ 几t

一
2

( V
、 一

口
,

V

。 一
, )

二
( g

, 。
)

,

V (

。 ,

粉) 任 H占(。)
x 万占(口 )

.
(7 )

将式(5)到7)按如下方式组合
:
[(7) x

atZ] + [(5)
,

(
6

)

x

(
l
一 。 rZ

) ]

,

则得新的变分格式
:

求(二
,

口
,

。 ) 任 玛(口 )

B (
w ,

口
,

‘ ; 公
,

、

玛(口)
x L Z(口)

,

满足

叮
,

:

)

= a

( 声
,

叮) + 孟
a
( V

, 一
口

,

V

砂 一 叮)
+
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(一
。t,

)【(‘
,

7

。 一 ”)
+ 又

一 , : ,
(
。 ,

:

)

一

(
: ,

V

w 一
口)」

二
(
g

, 。
)

,

V (

。 ,

叮
,

:

) 任玛(口)
、

玛(口)
、
L

,
( 口)

,

(
s

)

这里
, 。 > 0 为组合参数

,

且 1
一 。
产> 0.

下面我们用 C 或c‘表示与旅和t无关的常数
,

在不同的式子里取值可以不同
.

2 非协调有限元离散

选取有限元空间 叭 c HI (万)
,

R
、 c 玛(。)

,

几 c 扩(。)
,

得到式(8)的一个非协调稳

定化格式
.

求 (、。
,

氏
,

‘户 e 叭 x R h X rh
,

满足

B *(。
‘

,

Ph

, ‘。; , ,

勺
,

:

)

二

a
(几

,

, )
+ 人a ( V

h。* 一
几

,

V
* , 一 , ) + ( l

一 a :2
) [ (

‘、
,

V
、。 一 , )

-

(
: ,

v
、w 。 一

几) + 、
一 ’:,

(
, 。,

:

)

+

万。、岌(APh
+ , 、

,

A , + :
) ]

二
(
;

, 。
)

,

K 任
·

瓜

V (
。 ,

叮
,

:

)
任 叭 x R h x 几

.
(9)

定义 1 定义范数
:

11: }}吕
.
。 二

万(
:, , 、飞)11

: 11吕
,

K ‘
·

亏

川 (
。 ,

,
,

:

)
川蕊

二 。
{ v

‘。 一 ”11吕
+ } , } 子

+

(l一 。 : ,
)
(

11
:

! I吕
,

。 +

艺、食11孟, }t吕
,

‘

)

.

K 〔叹

在有限元空间中有下面不等式成立
:

, }}子)
c名*} !!, IJ圣

,

‘ 二 e
:

艺、奋}!, , !j吕
,

‘
.

K〔气 K‘不

( 10 )

引理 1 设 6 > 0
,

1
一 。
产 > 0

,

那么对任意(
。 ,

,
,

动 任 Wh
/ R 、 / rh

,

有下式成立
:

B。(
。 ,

,
,

: ;
。 ,

,
,

:

)
) e 1 1一(

, ,

,
,

:

)
一11又
.

证明 由式(10) 及肠m 不等式

(11)

召、(
。 ,

,
,

: ; 。
,

,
,

:

)

二 a
( ,

,

, )
+ 入a }}V

h
卜 ,

( l 一 。 : ,
) [

*
一 ’, ,

11
:

11吕
+
艺。、岌1IA ,

, :

吕
+

!!吕
,

‘」〕

、,Z介一吸、/�贬
,d
K

C
:

} }
可

bh 奚(}}

K‘石

子
+ 几a {IV 。

。 一
, 1{吕

+ (l 一 。tZ
)

人
一 ’:2

}}
:
}}吕
.
‘ +

合
CZ,,

A, 11吕
.
‘ + 2 ( A ,

,
:

)

+

1 1

:

! {吕
,

;

)
]

)

, }}子
+ 人a }}V h卜 , 11吕

+

(l 一 。: ,
) 艺}*

一 ’: ,
}l

:
11吕

K‘ ·

石

C ;C Zh岌
K
场万正瓜万

}}A , !}吕
,

‘ +

(

卜号)
。、
* 一‘, 一l‘

,

; +

(

‘ 2 、
, ,

一 — IDn
2
0.K

2 < e < 2 +
C ,

q

b ( 1
一 a : 2

)

则结论成立
.
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下面我们对一类非协调有限元空间讨论
,

为此引入以下概念
:

定义 2 设 叭 二 W
。

由 W , ,

其中
,

W

。

为协调的
,

W
:

为非协调的
.
对任意的

。. 任 W ,
,

称
。 l关于剪切力是能量协调的

,

如果对任意 K 任万
,

: 任几
,

存在两个与 h;无关的常数C > 0

和 l > O
,

满足

不
_:.。。I

d
3 鉴 。允rr

:一。
.
、 一
:, 一r ,二

,

刁;
,

口 了) K

(
1 2

)

其中
。,

}}
,二 二

艺 }
。:

K 任瓜

二
0

,

,二
, 刁; 二

艺 inf11。 11
,

,

‘

u
‘叭

ul〕孟 二 , 1 1
,

,义

特别地
,

如果

币
_:· n ”,

d
,

‘ 。) K

(
1 3 )

则称
。, 是完全能量协调的

.
我们称式(12) 或(13)为能量协调条件

.

注1 Zh ou[川在研究弹性问题的组合杂交有限元法时
,

提出了所谓的
‘·

能量协调条件
” ,

本文建立的能量

协调条件
,

可以看作是文献【22 〕的能量协调思想关于 Re i

~

Mi 司i
n板非协调有限元逼近的推广和应用

.

定理 1 设 (w。
,

风
,
口*

) 和(
w ,

声
,

,
) 分别为式(9)和式(l)到3)的解

.
叭

二
W

。

由 『:
,

其中
,

W
, 满足式(12 )

,

那么下面不等式成立
:

11岁
一
几 11, +

石 }4V
、
(
w 一 w *

)
一

(声一 几)}}。 +

丫l
一 。: ,

( }}

c
{ 11吞

一
夕11

, 一 ‘*
}1
。
.
、 +

h A
(声

一
Ph ) }}

。
) ‘

, +
(石
+ 人一 ,

) 1I V
、
(
汤 一 w

)

丫l
一 。‘, 一 ‘

}i
。

,

* +
。 一 ’忍

口 一 口

一
( p

一
口)
.

。 +
h {J

A (汤

0+
一

声) IJ。]
}

+
-口

r..L

、.声、、,了、.了

4

�
f�
产
O

口..二J..二口..二
了

‘、了‘、
、J

‘
、

以‘
}}
。
}}
。

,

V (
场

,

夕
,

云) e 叭 / R * / 几
.

证明 对式(1)到3)
,

两端分别乘以 , e R、
, 。

e 叭 和 : 任 几
,

分部积分
,

则有
a(p

,

叮)
+
(‘

,

V
。。 一 叮)

几
一 ’r Z

(
‘

,
:

)

一
(
:

,

V
* w -

=

(
g

,
:

)

+

乡)
= 0 ,

6 (
口

, 。l
)

,

V (

。 ,

叮) 任 叭 x R 、
,

V
了 任八

,

。( ,
.

, ,

)

=

丫 {
。
.
。。 .d

: . , , 二 。 一 , 。 ,
: ,

任 二
, , 。。

任 ;
。 .

可毛飞
““K

口
,

有
。
(乡

,

, )
+ 久r

一
2
( V

h w 一
p

,

V
h 。 一

, )
二

(
g

, ,
)

+ b (
‘

, 。,
)

,

V (

:
,

叮) 任 叭 x R *
.

由式(15) 到17) 以及式(9 )可得
,

对任意的 (幼
,

p

,

云 ) 任 叭 、 R 。 、 几
,

有

召、( 动
一 、、

,

吞
一
几

,

云 一 , 、;。
,

”
,

:

)

二

召*(场
一 二

,

吞
一
刀

,

云 一 , ; 。
,

,
,

:

)

一 吞( ,
, 。;

)

.

令
, 二 切 一 、、

,

,
二

吞
一
几

,
: = 云 一

叭
,

由引理 1得

丑。( 场
一 w 、

,

办
一
几

,

云 一
风 ;

, ,

,
,

:

)
〕 c 一 (

。 ,

,
,

:

)
l一l叉
.

丑、( 切
一 w

,

吞
一
声

,

于 一 , ; , ,

,
, ,

) ‘

c { 11吞
一
户11

,
·

1 1

, 11
: + 。

{I v
‘
( 幼

一 w
)
一

(夕
一
口) 11

。川 v*
。 一

,

( l 一 。tZ
) [ }}

云 一 。
}!
。

·

} }
V

* , 一 , }}
。 +

中去其消

(17)

、.产、.产
000
才

山..里曰.二了.
.、
了.、
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}i
:
I}
。

·

} {
v

*

(
初 一 w

)
一

(吞
一
尹) {l。 + ‘,

11
云 一 ,

11
。

·

{ }

:

} }

。 +

艺。、食1IA (吞
一
口) + (卜

,
) 11

。
.
‘

·

I I
A , + :

{l
。

,

‘
]
}

、

k〔
·

气

c { 1lp
一
声}}
.+
石 llv

*(幼 一 二
)
一

(吞
一

口) 11。 +

丫不瓜
厄【

。 一 ,忍
11云

一 ,
f4
。 + 人

一 ’
1I v

、
(
功 一 w

)
一

(
p

一
声) 11。 +

11
云 一 ,

11
。

,

、 + 人11滩 (吞
一
口) + (云

一 ,
) 11

。
] }

·

e 一11 (
。 ,

,
,

:

)
一11*

,

那么

}I , 11
, +

石 1Iv
*, 一 , 11

。 + 丫压二石砰(l{
: I}。

,

、 + 、11注, 11
。
) 蛋

c
{ }I p

一 声11
, +

(石
+ 、一 ,

) 1I v
‘
(
汤 一 w

)
一

(
p

一
尹) 11。 +

丫1二石砰【11云
一 。

1}
。

,

、 + 。 一 ,”
}l云

一 ,
11
。 +

人1IA (p
一 夕) 11。] } +

1 吞(口
, 。I

) l

川 (
。 ,

勺
,

动 IIÎ
’ ( 20 )

1 1 1 (

。 ,

勺
,

:

)

m i
n

{ 石

川。 ) m
in{ 石

l}(}}V、
。
}}
。 -

l
} }} V

h。 一
, }!

0 +
}1 , }}

; )

勺}}
。
)
+

}} 叮 }}
l ) C !}V

h。
}}
0
.

( 2 1 )

由式(12)和(21)得

6(‘
, 。I

)

111 (
。 ,

勺
,

:

)
1 1 1

*

Ch lll 引}
。

‘
{
。‘

l一, 一1。
·

艺 一l
。;

+{
,二

, 。;

} /

{
C

I} v
、。

.1
。
}
、

K〔
·

石

c llV
*,

}I
。

根据式(20 )及三角不等式即得结论
.

在定义 1中
,

若取
a 二 ‘h 不2

,

(
Ch

‘
}}川}

。
.

( 2 2 )

( 2 3 )

其中
,

h

: 二

~
{ h

,

t}

,

* 为常数
,

且 。 < 。 < 1
.
那么有

定理 2 在式(23 )及定理 1的条件下
,

有下式成立
:

}}口
一
Ph 】】, +

h 不,
}} V

。
(
w 一 w ,

)
一

( P
一

Ph ) }}
。 +

}}
‘ 一 ‘。

}}
。

,

* +
h

一下卫下一1min(丫‘ ,

丫 l 一 反)

A (吞
一

几) }}。 感

11吞
一

口}l
, + 人: ,

1I v
。
( 初

一 ‘
)
一
(办

一
声) l}

。 +

11
云 一 。

11
。

,

、 + h
ll
A (口

一

夕) 11。} + 以‘
}}

,
l}
。
.

3 能量协调条件及有限元空间

设 Fi 是从参考单元盆

4 个定点的坐标
.
则有

{

‘

1

二
凡(。

,

: )

L

y

J

这里

二
〔
一

l
,

1 」
x
〔
一

l
,

l] 到 Ki 的等参变换(见图 1)
.
其中

,

(x

‘,

y
‘
) 为

玄
、(。

,

: )

{

“

‘曰
“

yi

a o + a l泞+ a Z茗 +
a3夸

b。 + 6
,泞+ 62右g + b3夸

Ni (泞
,

妇
=今[(

;,
毕)(1

,
;
‘
; ) j

呼
( i

二
l

,

2

,

3

,

4
)

.
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l

esL

图 1

0 0

双线性等参变换

-一4
一一
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,‘�嘴一

人廿口王
.
‘口入口

l
,‘门、�aaa
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esesJ

.了

一胜

!

…
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一一
r..........leeL

一一

, ...,.,leseses
se
.esJ宁: 夸:

姚如
肠七户叮

氛 氛

公
。 二
石(Fi (泞

,

夸))
二

( N
, 刀: N : N 4)。

c
为协调位移

,

其中
,

;

。 二
(
: :

位移向量
.

定义三类非协调有限元空间—Tay
lor元[”〕,

wu

元 [’6 ]及 w ilson 元[”
一

, 8 ]
:

为节点

却

其中
,

叮, 二
(

=
(叭 姚)。,

,

公产
· =

( 姚 叽)、I
,

石尸
S 二

(叽 浑乞)、卜

。6
) 表示没有节点的内部自由度

,

Jl一J0儿一」
(l

一 宁2) +仁L,己、
儿一JOJI一」

一一

己1..1.

.
矛......、

,

矛....f弓、
.

姚
二

姚
二

( l
一
夸2) +

宁(l
一
夸2)

以1
一
护)

玛
二
护

一

毅
。·

绘
:, 、 二

。
·

毅
。一

捻
彭

叽
二

1
一

这里
,

J0

二 a , b 3 -

护
,

叽
二

1
一

乒
a3b一,

J

一 二 a l
b Z

一 a Z 石一
,

J
Z 二 a Z b 3

一 a 3吞2
.

设

盈、:二
{

, ‘ H 占(。)
:
, I、〔 (。,

( Ki ) )
, ,

Ki e 万}
,

rh

: 二

{

, , , !气 二
co ns

,
,

Ki 任万}
,

_ 一 r . _
TI

.
二 :叨

_ r 一
l 犷 ‘ 7 1

衅, : =
1
’ : ” l气 二 ”c + ”

f

‘

l 人 二 ”c + ”
f

‘ ’
尹‘

’ ,

A
‘七 t,̂ t

,

_ 一 r .
W
u .

二
.
二W u

_ r, 一
l 犷 厂 7

1

踢
u:二

t
” : ” l气 = 公e + ”

i

’ “

l 气 = 公。 + 公
i

’ 一 ’
户 ‘

’ ,
人‘七 九 t

,

「 : __

W
: .

二
.
二饥
_ r, 一 l 犷 乙 ‘尸 1

踢
。
: 二

t
”: ” l气 = ”。

+ ”
i

’ 。

l 气 二 公e + 公厂
’
尹“

,
人‘匕 办 t

.

引理 2【’5-1
6〕 设万 为正则剖分

,

则对任意的 : 任 几
, 。 任 必

:或 。 任 呱
。 ,

有

b(:
,

v l

)

=
0

.

引理 3[
’7] 设万为正则剖分

,

则对任意的 ! 任几
,

: ‘ 呱
s,

有下式成立
:

6(:
,

: ,
) 〔 以 1lr }}。 !!

。;
}}
:
.

定义 3组四边形有限元空间
:

s二 二

岭
、 R 。 、

rh

,

s ,
。 二

琉
x盈‘ x 几 ,

s 、
, =

踢
,

x 卫、 、
几
.

根据定理 2
,

可得
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定理 3 设 (w
,

口
,

。
) 和(

w、 ,

几
,
‘*
)分别为式(l) 到3) 和(9 )的解

,

若有限元空间选取为

SPn
,

s Pw

。

或者 SPw
。 .

那么在式(23)的条件下
,

有如下误差估计
:

!}口
一
几 }}

;+ 人二,
}} V

*
(
二 一 w 、

)
一

(口
一
几)}}。 +

}l
。 一 口、

}!
。

,

、 + 人}}

一, 召典一二
.
{

min(了d ,

丫 l 一 舀)

A (乡
一
几) }}。 簇

}}夕}}: + }}、 }}
3 + :

}!
,

{{
, +

}}
‘
}!
。
}

.

注2 文献〔18 」中也用到 W俪
n元

,

但文献【18」中的误差估计不是最优
,

而我们这里的为最优误差估计
.

当 :很小时
,

有 h
: 二

h
,

此时还有如下结论成立
:

定理 4 设 (
w ,

声
, ‘
) 和(

w、 ,

几
,

‘,
) 分别为式(l)到3)和(9)的解

.
若r < h

,

那么在

定理 3 的条件下
,

有

}}V、( 、
一 w 。

)
一

(尹
一
氏) !!。 镬

ch
2

,
丁一巴二= =

.
{ !}Pll

m in(丫反
,

了 l 一 反)

+
}!
w
})
3 + r

}}
,

}{
l +

}1
,

}}
。
}

.

4 数 值 结 果

这一节
,

我们对上一节提出的有限元空间进行数值模拟
,

并与 M洲
[’9〕和 DKQ【洲元比较.

在数值模拟中
,

我们取 E
二

ro 92 0
,

产 二
0
.
3

,

一致载荷 g
二

1
.

设板的长度为 L
.
由第2

节的分析知
,

当
。 oc 杭2时

,

得到的误差才是最优的
,

因此计算时我们取
。 二

认产
,

其中* 为常

数
.
而 6 对结果影响不大

,

计算时我们取 6
二

0
.

01
.

4

.

1 分片检验

文献【巧〕和【16] 中分别证明了 Tav lor 元和 wu 元可以通过分片检验
.
文献〔17 」中指出

,

尽

管 Wi lso
n
元不能通过分片检验

,

它仍是收敛的
.
从上一节的证明我们也可以看出 Wi lson 元的

收敛性
.
这意味着能量协调条件比分片检验的条件要弱些

.

4
.
2 网格畸变的敏感性

L/2=5/// 火火
000 一一 介介介(a)不对称畸变 (b) 对称畸变

图2 网格崎变

我们在粗网格上以固定方板 (L/t
二

1 仪旧) 为例来研究本文的方法对网格畸变的敏感性
.

考虑单元中点沿着与一边平行的方向移动(图2(
a
))以及单元中心点沿对角线移动(图2(b) )两种

畸变情况
.
表 1和表2 分别给出了两种情况的数值结果

,

并与 M俄4以及 DKQ 方法比较
.
从

结果可以看出
,

有限元空间 sPw u/ s。/ s Pw
s
对网格畸变都不敏感

.
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衰 1
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.
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一
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.

田

一
0
.

50

对称崎变时中心横向位移 心 的计算结果 (L/: 二 1 姗
,
‘ 二 0

.

3)

, 、
(
M俄 4[

19]) , *
( D K Q 〔

力]) , 。
( S 阳 ) 。*

( S 阵
r
。

)
, *

( S 叮
.
)

。* (理论值)

以巧27261 18
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卯
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圈 3 1/4 方板的剖分 圈4 RaZ 叼叫ue 斜板的剖分

4
.
3 方板

图3给出了方板的剖分
.
我们考虑了简支方板(SS2

,
w 二

召
。 二

0) 和夹支方板(m
二
夕
。 二

月
. 二

0) 两种情况
.
其中

,
n

表示板边界的法向
, 。
表示板边界的切向

.
表3给出了简支方板sS

2在一致载荷下从薄板(L/t
二

1
030 ) 到厚板(L/:

二
5) 时中心横向位移的数值结果

.
表4给出

夹支方板(L/t 二 1 00 ) 的中心横向位移
.
数值结果表明该方法无论对薄板还是厚板都有高精
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度
,

并且当板很薄的时候不会出现剪切 城king 现象
.

裹3 L/ t变化时55 2 方板的中心横向位移
。h

(8
、
8, 。

二
0. 3)

- - - ~ - ~ ~ ~ ~ - - ~ ~ ~ ~ - - - ~ ~ ~ ~ ~ - - - ~ - - ~ ~ ~

情况 一一一一一一一一一一一一一一竺i _
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,

一
沪

绷绷姗杨杨姗 姗杨姗

417钱杨姗哪杨杨姗
-,浮4

405姗杨姗
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M n ℃ 4二.9 ])
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, ] )
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闷的
.
0 4 10

.
6
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8

4叨
.
8 4 10

.
8

注 3

表 4

当剖分单元为平行四边形时
,

这 3种有限元空间的结果是相同的
,

表 3 至6 中只给出了一组结果
.

夹支方板的中心横向位移 外(乙/ :

2 x 2 4 x 4 6 减 6

二 l田
,

‘ 二
0

.

3)

悄况 8x s 10 x 10 精确值
匆。

( M 俄 4[
19)) 121.3 1乃.3 1加

.
1 1加

.
4 1场

.
5

。。
(
D
KQ

[加] ) l菊一 13 1
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9 129

.
0 127 9 127
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4 1场

.
5

, *
( P fl / P W叮PW s) 149

.
9 129

.
2 128

.
1 127

.
1 126

.
8

4
.
4 斜板

(a )图4给出了砂 RaZ翻叫
e
斜板的剖分

.
这类板有两对条边为固定边界 (w }AB

,

cD

二

0)

,

另外两条(AD
,

B C ) 是自由边界
.
表5给出了计算结果

.

(b) 图 5为好斜板的剖分
.
这类板的边界条件为 (w !~

二
0)

.

表 6给出了计算结果
.

数值结果可以看出
,

该方法应用在斜板时也有很好的结果
.
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1 /4 圆板的剖分

衰 5

圈 5 田
,

斜板的剖分

阳. 叫拍 板的中心横向位移
二、

(
*

圈6

二 0
.
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L八

情况 1田 l《洲】)
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0
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0
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.
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0
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落
.
5 图板4

这里讨论了夹支圆板 (w
二
月

。
=

夕
, 二

0) 和简支圆板两种边界情况
,

单元剖分如图6所示
.
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对称条件是风 }。
= O

,

风}cB
二

0
.

设圆板的半径为5
,

结果如表7 至 8所示
.
可以看出

,

该方

法即使在粗网格上也有很好的结果
.

表 6 罗板的中心横向位移 叽 (
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表8 简支圆板的中心横向位移 wh (R / 。 二
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