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黏性流体与热弹性微极蜂窝结构介质

界面上受倾斜荷载作用时的
弹性动力分析
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摘要:  研究倾斜荷载作用在黏性流体与热弹性微极蜂窝结构固体界面上时, 荷载倾斜角的影响1 

假设倾斜荷载是法向荷载和切向荷载的线性组合1 为求解该问题, 对时间变量进行 Laplace 变换,对

空间变量进行Fourier变换1 通过引入势函数, 获得了变换域中应力、温度分布和压力的表达式1 

利用数值逆变换技术,求得问题的物理解1 同时 ,得到了频域中的表达式, 以及变量适当变化时稳

态情况下的表达式1 用图形显示不同荷载源和荷载倾角变化时的响应1 并且讨论了一些特殊情

况1 
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引   言

在经典弹性理论中, 研究外激励作用下材料的力学性能时, 是不考虑材料微极结构的1 但

是在研究孔隙和裂纹附近的应力集中时,发现经典理论和试验结果是相矛盾的,特别是在含分

层的材料、颗粒料、纤维材料中1 这一矛盾说明了,外激励下的材料响应与材料内部结构的运

动有关1 因此, Eringen[ 1]提出了微极弹性理论,消除了经典弹性理论和试验结果之间的矛盾,
特别是当材料的微极结构对物体的全部变形有着明显的贡献时,例如, 带粒状的微极结构,如

象聚合物、人骨1 这一点对当代先进材料的设计和制造益发重要, 在这类材料的综合机械性
能预测中,小尺度的影响非常重要1 

自然界中经常发现带有细胞状微结构的材料1 天然材料,例如木材、软木和疏质骨; 人造
材料, 例如金属蜂窝材料和泡沫材料,都是熟知的细胞状微结构固体1 通常, 这些材料具有相
互连接的网状的结构(开胞)或板(闭胞)组成的微结构1 工业上, 合成的多孔材料日益广泛地

应用于轻型、高强度结构,或者在它使用期间需要吸收能量的结构1 多孔材料有着其他一些非
常诱人的非结构性特点, 如优异的介电性能以及低下的导热率和导电率1 根据这一特性,可以
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生产出不同传导梯度的材料1 为分析这类材料的力学性能,通常将这类材料分为二维多孔固

体(蜂窝状材料)和三维多孔材料(泡沫材料) 1 蜂窝结构材料的平面变形包括胞壁的弯曲和拉

伸1 因此, 在一规则的蜂窝结构中, 任一细胞的周界上, 有弯矩以及法向力和切向力作用在该
细胞壁上1 在蜂窝结构材料的均质连续介质模型中,除正应力和切应力之外,细胞边界上的这

些应力合成为应力偶1 已有大量的文献研究了这类固体的几何、力学、热学和电学特性, 文献
[ 2-7]值得关注1 

工程上广泛应用的多孔蜂窝状结构,由于其强度/重量比高而在航空、自动化和土木领域

中得到广泛地应用1 在实际分析中,蜂窝结构材料是作为一种与正交各向异性特性等效的均
质材料处理的, 并有一个比该蜂窝结构材料密度小的等效密度1 因此, 对于材料设计来说,正

确地评价这些等价的力学性能十分重要1 流/固界面处的变形有着广泛的应用1 其应用遍及

地球物理问题到机械结构的定量无损评估,以及医疗服务中的声学断层术1 在很多情况下,用
某一种模型得到的理论结果为指导, 来解释实际情况复杂得多的试验数据1 最好的做法是:

/在假定环境的数值试验中,改变输入端的地声学参数,在输出端获得相应的结果01 
本文研究不同类型的荷载源, 作用在黏性流体和均质、热弹性、微极蜂窝结构固体界面上

时,应力分量和温度分布的确定1 利用积分变换技术求解1 用数值方法求积分的逆变换1 当

研究参数适当地变化时, 求得频域和稳态情况时的解1 本文的结果可以广泛地应用于含有温

度变化的地球物理问题1 其物理应用包括力学、地球物理学和工业活动1 当潜艇在接近海底
表面运动时,潜艇运动引起覆盖着海水(作为黏性流体)的地球表面的变形,就是本文的一个应

用1 

1  基 本方 程

在均质、热弹性、微极蜂窝结构固体(介质 Ñ )上, 覆盖着黏性流体(介质 Ò) 1 建立直角坐

标系 ( x 1, x 2, x 3) ,坐标原点在界面 x 2 = 0上, x 2- 轴竖直指向介质Ñ1 

根据 Yang 和Huang
[ 8]
, Lord和Shulman

[ 9]
的研究,不考虑体力、体力偶和热源时, 热弹性、微

极蜂窝结构材料的场方程和本构关系为

  ( K+ 2L* + K ) (̈ #̈u) - ( L* + K ) ¨@ ¨@ u + K ¨@ <- B T̈ =

    Q
52u
5 t 2

, ( 1)

  ( A+ B+ C) #̈( ¨<) - C̈ @ ¨@ <+ K ¨@ u - 2K< = Qj
52<
5t 2

, ( 2)

  K
* #̈ T̈ =

5T
5 t + S0

52T
5 t 2

( QC* + BT 0 #̈u) , ( 3)

  tij = Kuk, kDij + ( L* + K ) uj , i + L* ui , j - KEij k<k - BTDij , ( 4)

  mij = A<k , kDij + C<j , i + B<i, j , ( 5)

其中, K和 L* 为常用的Lam�常数, L= L* + K / 2,而K , A, B, C为新的微极常数(在经典力学

中均为0) , B= ( K+ 2L* + K ) At , At为线性热膨胀系数, Q为密度, j为微惯性, K
* 为导热系数,

u 为位移矢量, <为微转动矢量, T 为绝对温度, C
*
为常应变时的比热容, S0为热松弛时间, tij

为应力张量分量, mij 为应力偶张量分量,Dij 为 Kronecker 符号1 
根据 Fehler 的文献[ 10] , 黏性流体方程为
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o
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, ( 6)

其中, K o为体积模量, Go为流体黏度, Qo为流体密度, u
o为黏性流体的位移矢量1 

黏性流体的应力-位移关系为

  Smn = K
o
-

2
3
Go

5
5 t u

o
k , kDmn+ Go

5
5t ( u

o
m, n + u

o
n, m) ,   m, n = 1, 2, 31 ( 7)

对于二维问题,所有的量依赖空间坐标 x 1, x 2和时间 t ,假设介质 Ñ中的位移矢量 u和微

转动矢量 <,以及介质 Ò中的位移矢量 u
o
如下:

  u = ( u1, u2, 0) , < = (0, 0, <3) , u
o
= ( u

o
1, u

o
2, 0)1 ( 8)

为计算方便,引入无量纲变量:

  x
c
i =

X
*

c1
x i , u

c
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Qc1X
*

B1T 0
ui , u
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Qc1X
*

B1T 0
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i , t
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,

  m
c
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X*

c1B1T 0
mij , <

c
3 =

A 11
B1T 0

<3, tc= X* t , Sc
0 = X* S0,

其中

  X* =
QC* c21
K
*
1

, c
2
1 =

A 11
Q
1 ( 9)

两种介质中的位移分量, 利用势函数 <, W, <o, Wo表示为

  

u1 =
5 <
5x 1

+
5W
5x 2

, u2 =
5 <
5x 2

-
5 W
5x 1

,

u
o
1 =

5 <o

5x 1
+

5 Wo

5x 2
, u

o
2 =

5 <o

5x 2
-

5 Wo

5x 1
1 

( 10)

应用 Laplace变换和 Fourier变换

  �f ( x 1, x 2, p ) = Q
]

0
f ( x 1, x 2, t ) e

- p tdt , ( 11)

  �f ( N, x 2, p ) = Q
]

- ]
�f ( x 1, x 2, p ) e

iNx
1dx 11 ( 12)

初值条件如下:

  <( x 1, x 2, 0) =
5 <
5t t = 0

= 0, W( x 1, x2, 0) =
5 W
5 t t = 0

= 0,

  <
o
( x1, x 2, 0) =

5 <o
5t t = 0

= 0, W
o
( x 1, x 2, 0) =

5 Wo
5 t t= 0

= 0,

  <3( x 1, x 2, 0) =
5 <3
5 t t = 0

= 0, T ( x 1, x 2, 0) =
5T
5 t t = 0

= 0,

并假定当 x 2 y ? ] 时, <, W, <o , Wo , <3, T 及其对于 x 1的一阶偏导数趋于 01 

2  时   域

假设倾斜荷载 P0作用在黏性流体和热弹性微极蜂窝结构介质的界面上, 沿着 x 3- 轴,与

x 2- 轴成H角, 每单位长度的强度为 P0,

  P1 = P0sinH, P 2 = P0cosH, ( 13)

其中法向分量 P2作用在 x 2 = 0界面上,沿着 x 2- 轴的正方向,其切向分量 P1沿着 x 1- 轴的正

方向作用在原点(见图 1) 1 
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图 1  作用在热弹性微极蜂窝结构材料(介质Ñ )

和黏性流体(介质Ò )界面上的倾斜荷载

将方程 ( 4)、( 5)、( 7) ~ ( 12)代入方程( 1) ~

( 3)和( 6) , 得到 (�<3, �W) , (�<, �T ) 和(�<o , �Wo) 的一组

6个微分方程的方程组:
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其中A i ( i = 1, ,, 4) , Ac
1, A

c
2为由边界条件决定的

待定常数,且
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)1 

该解满足发散条件, 当 x 2 > 0时, �W, �<3, �<, �T y 0, 而当 x 2 < 0时, <o , Wo y 01 
在时域中, x2 = 0面上的边界条件为

  
t 22 = S22- P2 W( x 1, t ) , t 21 = S21- P 1W( x 1, t ) ,

m23 = 0,
5T
5y = 0, u1 = u

o
1, u2 = u

o
2,

( 15)

其中, W( x 1, t ) 为已知函数, 在下一节中定义1 
对边界条件( 15)应用式( 11)和( 12)给出的 Laplace变换和 Fourier 变换, 并利用方程( 4)、

( 5)、( 7)和( 14) ,得到变换的应力分量和温度分布为

  

(�t 22, �t 21) =
1
$ 6

4

i= 1
$i ( a i , ai+ 6) e

- q
i
x
2,

(�S22, �S21) =
1
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i
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2 ,
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1
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2
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- q
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x
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- q
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x
2) ,

( 16)

其中

  a1, 2 = iN( K- Qc21) q1, 2, a3, 4 = - KN2+ Qc21 q
2
3, 4- Bs1, 2,

  a5 = - q
c2
1 + N

2
( K

o
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  a7, 8 = L* N2+ ( L* + K ) q
2
1, 2+ Kr 1, 2, a9, 10 = (2L* + K ) iNq3, 4,

  a11 = iNqc
1( G

o
p + 1) , a12 = - ( N2+ pGo qc2

2 ) ,

  $ =

a1 a2 a3 a4 a5 a6
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r 1q1 r 2q 2 0 0 0 0

0 0 r 3 q3 r 4q 4 0 0

q1 q2 iN iN iN - q
c
2

iN iN - q 3 - q4 - q
c
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,

且 $i ( i = 1, ,, 6) 用

  [- P 2�W( N, p )  - P1�W( N, p )  0  0  0  0]T ( 17)

替换 $第 i 列得到1 

3  应   用

在下述情况下取 G( t ) = H( t ) ,其关于 t 的Laplace 变换为

  �G( p ) = 1
p
1 ( 18)

3. 1  集中力
为了得到集中力作用下的法向应力、切向应力、切向应力偶和温度分布,我们取

  W( x 1, t ) = 7 ( x1) G( t ) , ( 19)

其中 7 ( x 1) = D( x 1) 为 Dirac D函数1 对方程( 19)应用式( 11)和( 12)定义的 Laplace变换和

Fourier变换后,得到

  �W( N, p ) = �G( p )1 ( 20)

3. 2  均布力

为了得到作用在平面边界 x 2 = 0 上, 分布在无量纲宽度为 2a 的带状荷载时的解, 取

W( x 1, t ) = 7 ( x 1) G( t ) , 其中

  7 ( x 1) = H( x 1+ a) - H ( x 1- a) , ( 21)

于是得到

  �W( N, p ) = 2sin( Na)
N

�G( p ) ,   NX 01 ( 22)

3. 3  移动力
在 x 2 = 0面上, 为得到沿着 x 1- 轴以无量纲匀速度V 移动的力作用时的解, 在方程( 19)中

取

  W( x 1, t ) = D( x 1- Vt) G( t ) , ( 23)

然后对方程( 23)应用方程( 11)和( 12)定义的 Laplace变换和 Fourier 变换,并考虑到方程( 18)得

  �W( N, p ) = 1
p - iNV

1 ( 24)

将式( 20)、( 22)、( 24)替换方程( 17)中的 �W( N, p ) , 并利用方程( 18) ,即分别得到集中力、分布力

和移动力作用下,时域中的应力和温度分布的表达式1 

4  频   域

此时,我们假设时间是谐和变化的:
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  ( u1, u2, <3, T ) ( x 1, x 2, t ) = ( u1, u2, <3, T ) ( x 1, x 2) e
iXt 1 ( 25)

在频域中, x2 = 0界面上的边界条件为

  
t 22 = S22- P2 7 ( x 1) e

iXt
, t 21 = S21- P1 7 ( x 1) e

iXt
,

m23 = 0, 5T
5y = 0, u1 = u

o
1, u2 = u

o
2,

( 26)

其中, 7 ( x 1) 为第 3节定义的函数1 
频域中的法向应力、切向应力、切向应力偶和温度分布的表达式如下得到: 在式( 16)、( 17)

中,对集中力,用 iX替换时域中的 p ;对均布力, 用 eiXt 替换时域中的�G( p ) 1 
在 x 2 = 0面上, 沿 x 1- 轴正向, 以无量纲匀速度 V 移动的动谐和力作用时的解, 通过用

D( x1 - Vt) 替换 W( x 1, t ) 得到,其关于 x 2的 Fourier变换为 eiNVt 1 

5  稳   态

考虑荷载沿着 x 1- 轴的负方向,以无量纲常速度 U移动,稳态则常常被假定为在该荷载的

邻域, 观测者看到有着相同方向相同速度的荷载在移动1 根据Fung 的文献[ 11] , 将 Galilean变

换

  x
*
1 = x 1+ Ut , x

*
2 = x 2, t

*
= t

引入无量纲方程,则方程( 14)中的 W( x 1, t ) 取为 W( x *1 ) 的形式:

  W( x *1 ) =
D( x *1 ) ,   集中力,

H( x
*
1 + a) - H ( x

*
1 - a ) ,   均布力 1 

( 27)

对边界条件( 15)应用方程( 12)定义的 Fourier变换,用式( 27)替换 W( x 1, t ) , 并按时域情况

相同步骤, 当集中力和均布力作用时,在式( 15)和( 16)中, 用- iNU替换p , 可以得到稳态情况

的法向应力、切向应力、切向应力偶和温度分布的表达式1 

6  特 殊情 况

( a) 在应力和温度分布表达式中, 取 L* = L, 可以得到黏性流体/热弹性微极固体界面上

对应量的表达式1 
( b) 若流体黏度为 0,或假设为 0, 则流体不可能承受剪切1 固体中与流体接触处的剪应

力必然消失1 固体可以平行于流-固界面滑动,因而少了位移 u
o
2条件 1 忽略半空间表面上的

黏性流体,根据作用在 x2 = 0平面上的不同荷载, 得到热弹性微极蜂窝结构固体中的应力和温

度分布的表达式1 

7  数值解和讨论

我们选用铝-环氧树脂复合材料作为热弹性微极固体(介质 Ñ ) , 汽油作为粘性流体(介质
Ò) , 进行数值计算1 介质 Ñ材料常数为[ 13]

  Q= 2. 19 @ 10
3
kg/m

3
, K= 7. 59 @ 109 N/ m2, L = 1. 89 @ 109 N/ m2,

  K = 0. 014 9 @ 10
9
N/m

2
, C= 0. 026 8 @ 10

5
N , K

*
= 2. 508 J/ ( m#s#K) ,

  C
*
= 961 J/ ( kg#K) , j = 0. 196 @ 10- 4 m2, S0 = 0. 02 s, T = 296 K1 

介质 Ò的物理常数为[ 14]

  Qo = 0. 68 kg/m, Go = 0. 292 @ 10- 2 kg/ ( m#s) , K
o
= 0. 958 @ 1010 N/ m21 
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( a) 法向应力 t22 ( b) 切向应力 t21

( c) 切向应力偶 m23 ( d) 温度分布 T

( e) 法向压力 S22 ( f) 切向压力 S21

图 2  时域中黏性流体应力、温度分布和压力随 x 1的变化
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图 2~ 4示出,在同一个无量纲宽度和同一个无量纲速度 V = 1下,应力、温度分布和压力

随距离 x 1的变化1 我们用TD表示时域、FD表示频域、SS表示稳态, 图中: ( a) 实线,无论中间

是否带符号,表示受集中力( C)作用; ( b) 虚线, 无论中间是否带符号,表示受均布力( D)作用;

( c) 短虚线,无论中间是否带符号,表示受移动力( M)作用1 
同时,实线和虚线对应于 H= 0b时的变化,中间带/b0的实线和虚线对应于 H= 45b时的变

化,中间带/ @0 的实线和虚线对应于 H= 90b时的变化1 
图2给出了受集中力、分布力和移动力作用时,时域( TD)中黏性流体的应力、温度分布和

压力随距离 x 1的变化1 
由图 2( a)和图 2( b)可以看出,对所有倾斜角度(即 0b, 45b, 90b) , 集中力和分布力作用时,

其法向应力 t 22和切向应力 t 21, 开始急剧增大,然后在初始平衡位置附近作减幅振荡1 而移动
力作用时,应力 t 22作小幅振荡(见插入的小图)且应力值随着荷载倾斜角 H的增大而增大1 图
2( c)显示, 初始倾角 H= 0b时,集中力、分布力和移动力作用下, 切向应力偶 m23的值在初始平

衡位置作小幅振荡(见插入的小图) 1 随着倾斜角的增大,振荡幅度也增大1 图 2( d)表明,对 H

= 0b, 45b, 90b的所有倾角,集中力和分布力作用时,温度分布 T 的值,开始急剧减小,然后在初

始平衡位置附近作减幅振荡1 然而, 移动荷载作用时,其值作小幅振荡1 图 2( e)示出黏性流

体的法向压力 S22 随距离 x 1的变化1 由图 2( e)可以看出, 对所有倾角, 法向压力值,开始时增

大,然后在初始平衡位置附近小幅振荡;而移动荷载作用时,开始时是减小的,而后在初始平衡

位置附近变为一个常值1 图2( f )示出黏性流体中切向压力 S21的变化1 由图 2( f)可以看出,对

于所有类型的力,初始倾角 ( H= 0b) 时, 切向压力值, 开始增大, 然后振荡; 而当倾角为 H=

45b, 90b时, 其压力值, 开始急剧减小,然后在初始平衡位置附近作减幅振荡1 

图3示出了频域(FD)中应力、温度分布和压力随距离 x 1 的变化1 
从图 3( a)、( b)、( e)、( f )可以看出,集中力、分布力和移动力作用时,应力和压力值显示出

类似的性态1 初始倾角 ( H= 0b) 时, 这些值在初始平衡位置附近作小幅振荡,随着倾角 H的增

大,振幅也随着增大1 图3( c)表明初始倾角 ( H= 0b) 时,切向应力偶 m23的值, 开始时减小,然

后在初始平衡位置附近作小幅振荡1 当倾斜角 H增大时,集中力、分布力和移动力的作用时,其

值,先增大后增幅振荡1 由图3(d) 可以看出,初始倾角( H= 0b) 时在集中力和分布力作用下,温

度分布T 值,在一定范围增大,然后作增幅振荡1 随着倾斜角的增大, 其振荡幅度减小1 而在移

动荷载作用时, 开始减小,然后在初始平衡位置附近作小幅振荡1 
图 4给出了集中力和分布力作用时, 稳态( SS)情况下的应力、温度分布和压力随距离 x 1

的变化1 
由图 4可以看出, 集中力和分布力作用时, 应力、温度分布和压力的变化形状大致是相同

的,不同的是振幅大小1 均布力作用下的 m23, T , S22 和 S21 的值, 大于集中力作用情况1 图 4

( a)表明,初始倾斜角 ( H= 0b) 时,法向应力 t 22的振幅很小 1 但当倾角增大时, 其值在0 [ x

[ 4区域内急剧减小,然后增大并达到一个常值1 由图4( b)可以看出,初始倾斜角 ( H= 0b)时

的切向应力 t 21的值,开始时增大,在4 [ x [ 6区域有一小的圆形隆起,并随着距离 x 1的增大

而减小 1 当倾角进一步增大时, 切向应力开始增大,在区间(2, 6) 中出现一个大的隆起, 并随

着距离 x 1的增大而减小1 图4( c)显示初始倾角 ( H= 0b) 时, 切向应力偶 m 23的值以非常小的

振幅在初始平衡位置附近振荡,而当 H= 45b, 90b时,开始出现振荡,然后在 3 [ x [ 5区域内

急剧减小,其后再次开始振荡1 由图4( c)可以看出, 切向应力偶 m23的值,随着荷载倾角 H增
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( a) 法向应力 t22 ( b) 切向应力 t21

( c) 切向应力偶 m23 ( d) 温度分布 T

( e) 法向压力 S22 ( f) 切向压力 S21

图 3  频域中黏性流体应力、温度分布和压力随距离 x 1的变化
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( a) 法向应力 t22 ( b) 切向应力 t21

( c) 切向应力偶 m23 ( d) 温度分布 T

( e) 法向压力 S22 ( f) 切向压力 S21

图 4  稳态情况黏性流体应力、温度分布和压力随距离 x 1 的变化
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大而增大1 图 4( d) ~ ( f)表明, 黏性流体中的温度分布 T 和压力S22, S21 的变化是类似的1 由
图4( d) ~ ( f)可以看出,在所有荷载倾角时, 黏性流体中的温度分布和压力值,开始时增大的,

接着减小,最后达到一个常值1 

8  结   论

本文提出的模型,对于黏性流体下面的沉积物可视为热弹性微极蜂窝结构材料时,有着重

要的实际意义1 这是一个非常实际的海床模型1 Lord-Shulman [ 9]用一般的热弹性微极理论求

解了该问题1 可以看到, 倾斜荷载倾斜角度的变化以及荷载类型的变化有着明显的影响1 荷
载倾角 H较大时,无论时域或者频域,应力、温度分布和压力值都变得更加振荡1 还可以发现,
对坐标应用Galilean变换后,黏性流体中的切向应力 t21、温度分布 T 和压力S22, S21的值, 随着

荷载倾角 H的增大而增大,而法向应力值 t 22则减小1 在均布荷载作用下, 这些量的值比集中

荷载作用时更大1 
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Elastodynamic Analysis at an Interface of Viscous

Fluid/ Thermoelastic Micropolar Honeycomb

Medium due to Inclined Load

Rajneesh Kumar,  Rajani Rani Gupta
( Depa rtm ent of Mathema tics , Kurukshetra Univer sity ,

Kurukshetra -136 119, India )

Abstract: The effect of angle of inclination at the interface of a viscous fluid and thermoelastic m-i

cropolar honeycomb solid due to inclined load is investigated. The inclined load was assumed to be a

linear combination of normal load and tangential load. The Laplace transform with respect to time

variable and Fourier transform with respect to space variable were applied to solve the problem. The

expressions in transformed domain of stresses, temperature distribution and pressures were obtained

by introducing potential functions. The numerical inversion technique was used to obtain the solution

in the physical domain. The expressions in frequency domain and for steady state situation were also

obtained with the appropriate change of variables. Graphical representation due to the response of dif-

ferent sources and change of angle of inclination were shown. Some particular cases were also dis-

cussed.

Key words: viscous fluid; thermoelastic micropolar honeycomb material; inclined load; time har-

monic; steady state
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