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微分约束方法在求解二阶流体
精确解上的应用
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摘要:  利用微分约束方法研究了二阶流体的精确解1 通过使用一阶微分约束条件, 不仅获得了

具有抽吸作用下的 Couette和 Poiseuille平行流、碰撞射流、平面拉伸流等具有明确物理意义的流动

解,而且获得了两类新的精确解1 所得精确解表明二阶流体的流动特性不仅依赖于物质粘性参

数,而且依赖物质弹性参数1 此外讨论了部分边值问题1 
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引   言

¡¿¶¿¼À等[ 1-2]提出并发展的微分约束方法是获得非线性偏微分方程精确解的一个有效途

径1 例如,Andreev等[ 3]曾利用微分约束方法得到了水动力学中几类流动的孤子解1 另外,

Olver和 Rosenau
[ 4]

, Olver
[ 5]
以及 Levi和Winternitz

[ 6]
等研究发现部分约化方法(比如非经典对称

群方法、局部不变量方法、分离变量方法等)和 Clarkson-Kruskal直接方法都可以归为微分约束

方法1 

考虑偏微分方程

  F( x , y , W, Wx , Wy , Wxx , Wxy , Wyy , ,) = 01 ( 1)

微分约束方法求解上述方程时需要增加额外的微分方程(微分约束) :

  G( x , y , W, Wx , Wy , Wxx , Wxy , Wyy , ,) = 01 ( 2)

通常,超定系统( 1)和( 2)需要进行相容性分析1 若约束条件( 2)被指定优先考虑,则它在选择

函数上具有充分的自由度(即包含任意的决定函数) 1 系统( 1)和( 2)的相容性分析应该提供确

定决定函数结构的条件
[ 7] 1 求解这个待定函数的方程,再把得到的解代入到微分约束方程,我

们可以得到一个关于 W的方程:

  T ( x , y , W, Wx , Wy , Wxx , Wxy , Wyy , ,) = 01 ( 3)
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求解方程( 3) ,再把得到的解(带有任意变量)代入原始方程,我们就可以得到原始方程的一个

精确解1 

近20年里,非 Newton流体在人们生活中以及工业应用上变得越来越重要,如血液、某些

油脂、涂料以及聚合物溶液是非 Newton 流体最常见的例子1 所以许多研究者希望能求解非
Newton流体运动方程,为生产应用提供一些理论指导, 同时也可以为实验、数值以及渐进解提

供检验依据1 非 Newton流体有许多近似模型,其中研究最广泛的是二阶流体1 一些方法已被

用来求二阶非Newton流体运动的精确解, 例如 Nemenyi
[ 8]
通过假设涡量与受到一个均匀流扰

动的流函数成比例, 运用逆方法求得非Newton流体的几类精确解1 Hayat等[ 9- 10] , Labropulu[ 11] ,

Mohyuddin等
[ 12]

, Siddiqui等
[ 13-14]

和谢松柏
[ 15]
运用同样的方法研究二阶非 Newton流体流动问

题;刘慈群,黄军旗和朱文辉[ 16- 18]利用积分变换方法研究了环管中二阶流体运动的解析解;

Y�r�soy[ 19]利用李群理论获得了指数类型的精确解; 沈芳等[ 20]将分数阶微积分引入到二阶流

体的本构关系中,得到了广义二阶流体涡流速度场和温度场的精确解1 Tan, Xu等学者[ 21- 22]将

广义的二阶非Newton流体的研究拓展到非定常流问题1 
本文目的是采用微分约束方法研究二阶流体的精确解1 首先给出非 Newton 二阶流体运

动的基本控制方程1 接着用一阶微分约束方法得到二阶非Newton 流体两类新的精确解1 同
时为了深入研究流体的特性, 我们结合流函数图形,分析了其物理意义1 最后对本文的结果进

行了总结1 

1  基 本方 程

不可压缩平面二阶流体的流场控制方程为

  div V = 0, ( 4)

  divT+ Qf = QÛV , ( 5)

其中, V = ( u( x , y ) , v( x , y ) ) 是速度向量, f 是体力, Q是密度, T是 Cauchy 应力张量
[ 23]

  T = - pI + LA1+ A1A2+ A2A
2
1, ( 6)

其中, L, A1和 A2是可以测量的物质常数,它们分别表示流体的粘性、弹性以及横向粘性1 A1,

A2分别是第一和第二阶 Rivlin-Ericksen张量:

  A1 = ( gradV) + ( gradV)
T
, A2 =

dA1

dt + A1( gradV) + ( gradV)
T
A11 ( 7)

将速度向量场 V和应力张量T 代入二阶流体连续性方程( 4)和运动方程( 5) ,并忽略体力,

得到(Kaloni和 Siddiqui
[ 24]

)

  ux + vy = 0, ( 8)

  Q( uux + vuy ) = L¨2
u + A1

5
5x [ 2uuxx + 2vuxy + 4 ( ux )

2
+ 2vx ( vx + uy ) ] +

    5
5y 2uxuy + 2vxv y+ u

5
5x + v

5
5y ( vx + uy ) +

    A2
5
5x [ 4( ux)

2
+ ( vx + uy)

2
] - px , ( 9)

  Q( uvx + vvy) = L¨2
v + A1

5
5x u

5
5x + v

5
5y ( vx + uy ) + 2uxuy + 2v xvy +

    5
5y 2vvyy + 2uv xy + 4( vy )

2
+ 2

5u
5y ( v x + uy ) +
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    A2
5
5y [ 4( v y)

2
+ ( vx + uy )

2
] - py , ( 10)

这里 p ( x , y ) 是流体的压力1 假设二阶流体的运动与热动力学相容,物质常数必须满足如下

的限制条件[ 25] :

  L \ 0, A1 \ 0, A1+ A2 = 01 ( 11)

由连续性方程( 4) ,我们可引入流函数 W( x , y ) ,

  u = Wy , v = - Wx 1 ( 12)

将式( 11)和( 12)代入方程( 9)、( 10) ,消去压力项,可得

  Q
5( W, ¨2W)
5( x , y ) + L¨4 W- A1

5( W, ¨4W)
5( x , y ) = 0, ( 13)

其中

  5( W, U)
5( x , y ) =

5 W
5x

5 U
5y -

5W
5 y

5 U
5x , ¨2

W=
52W
5x 2 +

52W
5y 2, ¨4

W= ¨2
( ¨2

W)1 

求出方程( 13)的解后,我们就可以根据式( 12)求得速度分量, 通过方程( 9)、( 10)便可以得到压

力1 

2  解析结果与讨论

我们假设一阶线性微分约束

  5W( x , y )
5x = f ( y ) , ( 14)

这里, f ( y ) 不是任意的函数, 通常它必须满足方程( 13)和( 14)的相容条件1 将方程( 13)和

( 14)进行相容性分析后,我们得到一个关于 f ( y ) 的五阶常微分方程:

  Q[ f ( y ) f
Ê
( y ) - f

c
( y ) f

d
( y ) ] + Lf

(4)
( y ) =

    A1[ f ( y ) f
(5)
( y ) - f

c
( y )f

(4)
( y ) ] , ( 15)

此式即为方程( 13)、( 14)的相容条件1 
为了构造精确解,对方程( 14)进行积分得到

  W( x , y ) = xf ( y ) + g( y )1 ( 16)

将方程( 16)代入方程( 13) , 并利用相容条件( 15) ,得到 g ( y ) 满足的如下常微分方程:

  Q[ f ( y ) g
Ê
( y ) - g

c
( y ) f

d
( y ) ] + Lg

(4)
( y ) =

    A1[ f ( y ) g
( 5)

( y ) - g
c
( y )f

(4)
( y ) ] 1 ( 17)

求解方程( 15)和( 17)后,我们就可以得到形如方程( 16)的二阶非Newton流体的精确解1 
相容性条件( 15)是一个五阶非线性常微分方程,其通解不易求出, 而我们发现f ( y ) = a+

by 是满足方程( 15)的1 下面,我们将分 3种情况来求出原方程的精确解1 
情形 1  f ( y ) = a = const

( a) a = 0

此时由方程( 17) ,我们可以得到 g
(4)
( y ) = 0 , 即

  g( y ) = c1y
3
+ c2y

2
+ c3y + c4, ( 18)

所以有

  W( x , y ) = c1y
3
+ c2y

2
+ c3y + c4, ( 19)

  v( x , y ) = 0, ( 20)

  u( x , y ) = 3c1y
2
+ 2c2y + c31 ( 21)
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在这种情况下,我们可以看出二阶流体的流动类型是平行流1 如果 c1 X 0, 流函数表示的

是Poiseuille流1 如果 c1 = 0, c2 X 0, 流函数代表的是简单 Couette流,其流动的速度曲线是 y

的线性函数1 图 1给出了 c1 = 0, c2 = 10, c3 = 1, c4 = - 1时的流线, 它表示的是简单 Couette

流动1 
( b) a X 0

由方程( 17) ,我们可以得到

  Qag Ê ( y ) + Lg ( 4)
( y ) - aA1g

(5)
( y ) = 01 ( 22)

求解方程( 22)有

  g( y ) = c1+ c2y + c3 y
2
+ c4e

p
1
y
+ c5e

- p
2
y
, ( 23)

其中, c1, c2, c3, c4, c5 为任意常数,

  p 1 =
L+ L2

+ 4Qa2A1

2aA1
, p 2 =

- L+ L2
+ 4Qa2A1

2aA1
,   A1 X 01 

由式( 16) ,得到流函数和速度分量分别为

  W( x , y ) = ax + c1+ c2y + c3y
2
+ c4e

p
1
y
+ c5e

- p
2
y
, ( 24)

  v( x , y ) = - a, ( 25)

  u( x , y ) = c2+ 2c3y + c4p 1e
p

1
y
- c5p 2e

- p
2
y1 ( 26)

在这种情况下, 流向速度和坐标 x 无关,而垂向有一个常值的吹(吸)力1 图 2给出的是 a

= c3 = 10, A1/ Q= 1/ 10, L/ Q= 1/ 2, c1 = c2 = 1和 c4 = c5 = 0时的流线,表示的是带有垂向

抽吸力的简单 Couette流1 流线由于抽吸作用而向下弯曲1 精确解( 24) ~ ( 26)也曾被Labropu-

lu[ 11]利用逆方法获得1 

图 1  流线图( W( x , y ) = y - 1+ 10y 2 ) 图 2  流线图( W( x , y ) = 10x + y + 1 + 10y 2 )

若 A1 = 0, 此时流体退化为Newton流体1 利用相同的方法, 我们可以得到 Newton流体的

流函数和速度分别为

  W( x , y ) = ax + c1+ c2y + c3y
2
+ c4e

- p
0
y
, ( 27)

  v( x , y ) = - a, ( 28)

  u( x , y ) = c2+ 2c3y - c4p 0e
- p

0
y
, ( 29)

此处 p 0 = aQ/ L1 显然此精确解不能从二阶流体的精确解当 A1 = 0时退化而来1 
考虑满足二阶流体式( 24) ~ ( 26)以及 Newton流体式( 27) ~ ( 29)的边值问题1 假设岩浆流

体为二阶流体,其上覆一层岩板, 岩板位于 y = 0处,取 y 的正向为从岩板垂直向下,边界条件

为

  u( x , 0) = u0, u( x , ] ) = 0, v ( x , ] ) = - v0   ( v0 > 0) , ( 30)
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其中, u0 为岩板速度, v0为岩浆流体渗入岩板的速度1 
由式( 24) ~ ( 26)和( 30)得到满足边界条件的二阶流体的精确解为

  u( x , y ) = u0e
- L

2
+ 4Qv

2

0
A

1
- L y / ( 2v

0
A

1
)
, v ( x , y ) = - v0, ( 31)

由式( 27) ~ ( 29)以及满足边界条件( 30)的 Newton流体的精确解为

  u( x , y ) = u0e
- v

0
Qy / L

, v( x , y ) = - v01 ( 32)

  图 3 Newton流体和二阶流体的流线图

图3 给出了 Newton 流体和二阶流体的流函

数图, 此处 v 0 = 1, L/ Q= 1/ 2, u0 = 10, 图中流函

数等值线从下至上分别为 A1 = 0, A1/ Q= 1/ 10,

A1/ Q= 1/ 5和 A1/ Q= 1/ 2 1 由图 3以及精确解

(31)和精确解( 32)可知, 二阶流体的流动特性不

仅依赖于物质粘性常数 L, 同时也依赖于物质弹

性常数 A11 同时, 根据图 3我们发现 A1 取值越

小,二阶流体精确解的数值曲线越趋近于 Newton

流体精确解的数值曲线, 这说明满足边界条件的

Newton流体的精确解可以由二阶流体的精确解当

A1 y 0时得到 1 很显然精确解(31) 的极限就是

当 A1 y 0时的精确解( 32) 1 
情形 2  f ( y ) = by , b X 0

利用方程( 17) ,我们得到

  Qbyg Ê ( y ) + Lg ( 4)
( y ) - byA1g

(5)
( y ) = 01 ( 33)

解出方程( 33) ,我们得到解

g ( y ) = c1+ c2y + c3y
2
+ c4yH -

1
2

,
3
2
, - L ,

y
2Q

4A1
+

  
c5

P( L+ 2A1 b) ( L+ A1 b )Q
y

- ]Q
y

- ]
NMJy#( L )H

1
2 ,

3
2 , 1 - L ,

y
2Q

4A1
+

  
2A2

1 b
2#(1- L )

NM
y

2L+ 1
H L +

1
2

, L +
3
2
, L + 1 ,

y
2Q

4A1
dydy , ( 34)

其中, c1, c2, c3, c4, c5 为任意常数,

  L =
A1b + L

2A1 b
, M = -

Q
A1

- L / 2

, N = 2
L
,

H ( [ l ] , [ t , m] , n) 为超几何函数,详细定义见参考文献[ 26] 1 

  J = - cos( LP) ( LbA1+ L2
+ 2bA1L+ 2b2L2

) ,

#( z ) 是 Gamma函数1 我们可以得到流函数和速度分别为

W( x , y ) = bxy + c1+ c2y + c3y
2
+ c4yH -

1
2

,
3
2
, - L ,

y
2Q

4A1
+

  
c5

P( L+ 2A1 b) ( L+ A1 b )Q
y

- ]Q
y

- ]
NMJy#( L )H

1
2

,
3
2
, 1 - L ,

y
2Q

4A1
+

  
2A2

1 b
2#(1- L )

NM
y

2L+ 1
H L +

1
2

, L +
3
2
, L + 1 ,

y
2Q

4A1
dydy , ( 35)

  v( x , y ) = - by , ( 36)
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  u( x , y ) = bx + c2+ 2c3y + c4H -
1
2

,
3
2
, - L ,

y
2
Q

4A1
+

    
c4 bQ

3( A1 b+ L)
y

2
H

1
2 ,

5
2 , - L + 1 ,

y
2Q

4A1
+

    
c5

P( L+ 2A1 b) ( L+ A1 b )Q
y

- ]
NMJy#( L )H

3
2 , 1- L ,

1
2 ,

y
2
Q

4A1
+

    2A
2
1 b

2
#(1- L )

NM
y

2L+ 1
H L +

1
2

, L +
3
2
, L + 1 ,

y
2Q

4A1
dy1 ( 37)

当 c4 X 0或者 c5 X 0,我们可以得到一类新的精确解 1 特别当 c2 = c3 = c4 = c5 = 0时,精

确解表示平面拉伸流动[ 27-28] , 它可由Taylor 四滚筒机近似地实现[ 29] 1 图 4给出了 b = - 4, c1

= c2 = c4 = c5 = 0, c3 = - 2的流函数图,它表示两个射流的碰撞 1 图5是 b = - 4, c4 = 2,

c1 = c2 = c3 = c5 = 0, A1/ Q= 1/ 10, A1/ Q= 1/ 2时的流函数图1 

( W( x , y ) = - 4xy - 2y 2 ) ( W= 2yH ( [ - 1/ 2] , [ 3/ 2, 1/ 8] , 5y 2/ 2) - 4xy )

图 4 流线图 图 5 流线图

当 A1 = 0, 此时流体为 Newton流体1 其流函数和速度分量分别为

  W( x , y ) = bxy + c1+ c2y + c3y
2
+

1
4
c4y

2 Perf( p 3y )

p 3
-

    1
8 c4

Perf( p 3y )

p
3
3

+
c4y e- y

2
p

2

3

4p
2
3

+ c4
Perf( p 3y )

4p
3
3

, ( 38)

  v( x , y ) = - by , ( 39)

  u( x , y ) = bx + c2+ 2c3y + c4
y Perf( p 3y )

2p 3
+

e- p
2

3
y

2

2p
2
3

, ( 40)

此处, p 3 = bQ/ (2L) , erf( x ) 是误差函数, 同时我们再一次发现 Newton 流体的解不能从非

Newton二阶流体的解当 A1 = 0时退化而来1 

情形 3  f ( y ) = a + by , a X 0且 b X 0

同样运用方程( 17) ,我们获得 g( y ) 所满足的微分方程

  Q( a + by ) g
Ê
( y ) + Lg (4)

( y ) - A1( a + by ) g
(5)
( y ) = 01 ( 41)

求解方程( 41) ,我们得到

g ( y ) = c1+ c2 y+ c3y
2
+ c4Q

y

- ]Q
y

- ]Q
y

- ]
ep 4

y
K

1
2
- L , 1- 2L , -

2p 4

b
( a + by ) dydydy -

  c5Q
y

- ]Q
y

- ]
sin(2PL ) ( a + by ) - bA1P

0. 521+ 2L
H

1
2

,
3
2
, 1- L ,

( a + by )
2Q

4A1 b
2 +
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  B L , -
p 4( a + by )

b
S L - 1, -

p 4( a + by )

b
- B L - 1, -

p 4( a + by )

b
@

  S L - 1, -
p 4( a + by )

b
# 2

2L- 1
PL#(1- L )# L -

1
2 dydy , ( 42)

其中, K ( z , t , l ) 为 Kummer 函数, B ( z , t ) 为一阶 Bessel 函数, S ( z , t ) 为 Struval函数, p 4 =

QA1 b
2
/ ( A1 b) 1 由( 16)式,我们得到流函数和速度分别为

W( x , y ) = c1+ c2y + c3y
2
+

  c4Q
y

- ]Q
y

- ]Q
y

- ]
ep 4

y
K

1
2
- L , 1 - 2L , -

2p 4

b
( a + by ) dydydy -

  c5Q
y

- ]Q
y

- ]
sin(2PL ) ( a + by ) - bA1P

0. 521+ 2L
H

1
2

,
3
2
, 1- L ,

( a + by )
2Q

4A1 b
2 +

  B L , -
p 4( a + by )

b
S L - 1, -

p 4( a + by )

b
- B L - 1, -

p 4( a + by )

b
@

  S L - 1, -
p 4( a + by )

b
# 22L- 1PL#(1- L )# L -

1
2

dydy +

  ( a + by ) x , ( 43)

v( x , y ) = - ( by + a) , ( 44)

u ( x , y ) = bx + c2 + 2c3y + c4Q
y

- ]Q
y

- ]
ep 4

y
K

1
2
- L , 1- 2L , -

2p 4

b
( a + by ) dydy +

  c5Q
y

- ]
sin(2PL ) ( a + by ) - bA1P

0. 521+ 2L
H

1
2

,
3
2
, 1- L ,

( a + by )
2Q

4A1 b
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     ( W( x , y ) = - 4x - 4xy + 1 + 2y )

  图 6 流线图

在这种情况下,当 c4 X 0或 c5 X 0, 我们得到

了另外一类新的精确解 1 另外令 a = b = - 4, c1

= 1, c2 = 2, c3 = c4 = c5 = 0还可以得到一个碰

撞解, 如图 6,其流动形式与图 4中的碰撞流流动

形式不同1 

3  结   论

本文利用微分约束方法研究了非 Newton 二

阶流体的精确解1 我们得到了常见的 Couette 流

动和 Poiseuille流动、碰撞射流、平面拉伸流动, 也

得到了超几何函数构成的一类新解以及由 Kum-

mer函数、Bessel函数、Struvel函数以及超几何函数

组合的另一类新的精确解1 与 Newton流体解比较,可以发现二阶流体的流动特性不仅依赖于

物质粘性常数 L, 同时也依赖于物质弹性常数 A1 , 且Newton流体的解不能通过二阶流体的解

由 A1 = 0退化而来1 对于满足边界条件的 Newton流体的精确解可以通过二阶流体的解当 A1

y 0时得到1 本文得到的两类新的精确解的物理特性有待于进一步研究1 
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Application of Differential Constraints

Method on Solving Exact Solutions

of a Second-Grade Fluid

ZHANG Dao-xiang1, 2,  FENG Su-xiao1,  LU Zh-i ming1,  LIU Yu- lu1

( 1. Shanghai In stitute of Applied Ma them atics and Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P . R . China ;

2. College of Ma them atics and Com puter Scien ce ,

Anhui Normal Univer sity , Wuhu , An hui 241000, P . R . China )

Abstract: Differential constraints method is used to investigate analytical solutions for a second-grade

fluid flow. By the firs-t order differential constraint condition, some exact solutions of Poiseuille flows,

jet flows and Couette flows subjected to suction or blowing forces, planar elongational flows were de-

rived. In addition, two new classes of exact solutions for a second-grade fluid flow were found. Exact

solutions obtained show that the non-Newtonian second-grade flow behavior depends on not only the

material viscosity but also the material elasticity. Finally some boundary value problems were dis-

cussed.

Key words: non-Newtonian fluid; differential constraints method; second-grade fluid
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