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用子波谱分析壁湍流多尺度

结构的能量传递
X
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摘要:  测量了壁湍流不同法向位置的流向速度1 用子波变换研究湍流能谱, 表明子波全局谱是

Fourier谱按子波尺度加权平均的结果, 高阶消失矩的子波变换能够表征湍谱的衰减特性; 子波局

部谱显示边界层内涡的变形、破碎等现象与边界层法向位置有关, 含能涡结构呈多尺度分布, 随着

测点远离壁面,含能涡的尺度增大; 在缓冲区出现更高频的小尺度含能涡, 在外区能量集中在低频

大尺度涡结构中,含能涡的频带变窄1 
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引   言

对于充分发展的均匀各向同性湍流,在惯性子区的湍谱中存在- 5/ 3斜率,该区域的湍流

结构具有多尺度自相似级串特性
[ 1]

,能量由大尺度传递给下一级尺度,而耗散区的能谱衰减更

快1 一直以来经常采用 Fourier 谱来表示湍流能谱,但是 Fourier能谱在高频区往往存在剧烈的

波动,难以清楚地表示边界层各尺度能谱的变化规律[ 2] 1 近年来的实验表明,湍动能的传输也

存在反向能量级串, 即小涡将能量反馈给大涡;近壁区条带结构的生成与强剪切作用有关
[ 3]

,

在近壁区平均剪切作用导致发夹涡的产生[ 4- 5] 1 壁湍流中蕴含着复杂的多尺度涡结构, 并随时

空不断变化1 而 Fourier谱只能表达整个频域的能量分布情况,反映不了每个频率的结构随时

间发展演化的过程, 更无法揭示多尺度涡结构的非线性变化过程
[ 2] 1 这就需要一种既能保持

频域不变性,又要具有足够的时间分辨率的数学工具1 

Lumley 建议用波长为 2P/ k 的一个涡的能谱曲线表示波数 k 上的一个湍涡的能量[ 6] ,它在

物理空间对应的相关函数是衰减的有限尺度的/子波0 1 子波变换具有自适应的时、频域双局

部化分析能力, 能聚焦到信号时频空间的任意细节,在分析低频信号时,它的时窗宽而频窗窄,
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对于高频信号正好相反1 不同于 Fourier 变换,子波变换通过在Fourier 变换空间中衰减很快的

母函数实现对信号的局部化分析, 将母函数伸缩和平移能够对信号在尺度空间和时域空间进

行二维分析1 由于子波变换保持了 Fourier 变换所具有的能量守恒规律(即 Parseval恒等式) ,

所以在全局谱分析上与 Fourier 谱是等效的,但是子波谱的谱线更光滑, 克服了 Fourier 谱在高

频区波动剧烈的缺点,便于分析比较壁湍流中能谱的变化规律1 子波谱的时域分析能力可以
将全局谱分解成局部谱来表达能谱的时间演化过程,所以子波变换不仅可以完全代替 Fourier

变换,而且能够作为进一步研究湍流内在机理的有力工具
[ 7] 1 

1  子波变换和子波谱

子波变换是新近发展起来的一种数学方法,通过信号与子波进行卷积将信号在时域与频

域同时分解开来,它是一种时频双局部化方法,在物理上用于湍流分析同湍流结构的概念十分

吻合[ 7-10] 1 
一维信号 u( t ) 的子波变换定义为

  Wu ( a, b) = Q
+ ]

- ]
u( t ) Wab( t )dt =

1

aQ
+ ]

- ]
u( t ) W

t - b
a

dt , ( 1)

子波函数族 Wab是由子波的母函数 W( t ) 经过平移(参数 b) 和伸缩(参数 a) 变换而来 1 为了

保证 W
^
( X) 在频域上有更好的局域性能, 要求 W( t ) 具有高的消失矩,即

  Q
+ ]

- ]
t
k
W( t )dt = 0,   k = 0, 1, ,, p - 1, p \ 11 ( 2)

如果子波满足( 2)式, 被称为具有 p 阶消失矩1 消失矩在信号的压缩、去噪、奇异性检测、图像

边缘检测等方面具有重要作用[ 11] ,消失矩越高,子波变换越能充分反映信号的细节(高频)变

化,对能谱高频部分的特征描述得越准确1 如果子波具有 p 阶消失矩,则子波变换相当于一个

p 阶多尺度微分算子[ 11]
,那么子波可以写成一个函数的 p 阶导数

  W( t ) = (- 1) n dnH( t )

dt n
1 ( 3)

根据( 2)式以及 Fourier 变换的频域求导特性,得出如下公式:

  W
^
( X) = (- i X)

p
H
^
( X) , ( 4)

其中 H
^
(0) X 01 
子波变换也遵守 Parseval能量守恒方程, 即

  1
2Q

+ ]

- ]
| u( t ) |

2
dt =

1
2CWQ

+ ]

0 Q
+ ]

- ]
| Wu ( a, b) |

2 db

a
2 da = Q

+ ]

0

Ew( a)

a
2 da, ( 5)

其中

  Ew( a) =
1

2CWQ
+ ]

- ]
| Wu( a , b) |

2db1 ( 6)

在湍谱分析中, 通常采用 Fourier变换来处理脉动速度信号,以表达单位频率 d X上的能量

密度E f ( X) 的变化规律 1 假设 u( t ) 是湍流流向脉动速度信号, 根据 Parseval恒等式,湍流脉

动动能为下面方程:

  1
2Q

+ ]

- ]
| u( t ) |

2dt =
1
4PQ

+ ]

- ]
| u

^
( X) |

2dX = Q
+ ]

0
E f( X) dX, ( 7)

其中

  E f ( X) =
1
2P

| u
^
( X) |

2
,   X \ 01 ( 8)
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由于子波变换可以写成 Fourier 变换的形式,因此存在下式:

  Wu ( a, b) =
a
PQ

+ ]

- ]
u
^
( X) W

^
( aX) eibXdX1 ( 9)

结合( 8)式可以得到子波全局谱系数与Fourier 谱的关系

  Q
+ ]

- ]
| Wu ( a, b ) |

2db = aQ
+ ]

- ]
E f ( X) | W

^
( aX) |

2dX1 ( 10)

由( 6)式和( 10)式,进一步可以证明, 子波全局谱是 Fourier 能谱按照子波尺度平均的结果,其

关系如下:

  Ew( a) =
1
CWQ

+ ]

0
E f

X
a

| W
^
( X) |

2dX =
a
CWQ

+ ]

0
E f ( X) | W

^
( aX) |

2d X1 ( 11)

子波谱不仅与 Fourier谱具有等效性,而且可以检测能谱衰减方面的特性1 假设湍谱中存
在如下式的衰减规律:

  E f ( X) = X- A,   X > Xc > 01 ( 12)

再由( 4)式、( 11)式得到

  Ew( a) =
a
2p+ 1

CWQ
X
c

0
E f( X) X

2p
| H

^
( aX) |

2
dX+

a
2p+ 1

CWQ
+ ]

X
c

X
2p- A

| H
^
( aX) |

2
d X1 ( 13)

当 a y 0,若 2p + 1 > A, ( 13)式中的第 2式可以写成

  a
2p+ 1

CWQ
+ ]

X
c

X2p- A | H
^
( aX) |

2dX =
a
A

CWQ
+ ]

aX
c

k
2p- A

| H
^
( k ) |

2dk1 ( 14)

由于上式中的积分为非零有限值, ( 13)式的第 1项与第 2项相比是高阶无穷小,因此,

  Ew( a) ~ a
A
,   当 a y 0时 1 ( 15)

( 15)式表明小尺度下的子波谱与 Fourier谱具有同样的标度行为,由于子波尺度与频率呈反比

例对应关系,所以子波谱同样能刻画高频能谱的指数衰减特性1 该结论与文献[ 12]一致1 
若2p + 1 < A时, 由Lebesgue积分理论得出

  Ew( a) =
a
2p+ 1

CW Q
X
c

0
E f( X) X

2p
| H

^
( aX) |

2
d X+ Q

+ ]

X
c

X
2p- A

| H
^
( aX) |

2
dX , ( 16)

因此,当 a y 0时, Ew( a) ~ a
2p+ 1

,谱的衰减与信号无关1 若 A= 2p + 1时,当 a y 0时, Ew( a )

~ a
A
lna 1 
由( 15)式知道,只要子波消失矩满足条件 p > ( A- 1) / 2, 就能保证全局谱在小尺度下的

谱线斜率与 Fourier谱一致1 子波谱最小具有一阶消失矩, 即 p \ 1, 因此可以检测 A< 3的

Fourier谱1 所以谱线衰减越快即斜率越大, 要求子波消失矩越大1 如果子波具有二阶消失矩,

那么可检测到的能谱斜率要小于 51 
既然子波谱代表湍流的能量, 并且蕴含着尺度和时间的变化,所以由( 6)式可以定义随尺

度和时间变化的子波局部谱密度(见( 17)式)来反映湍流含能涡结构的时间演化过程1 

  Ew( a, b) =
1

2CW
| Wu ( a, b ) |

2
, ( 17)

全局谱密度可由局部谱密度积分得到, 即

  Ew( a) = Q
+ ]

- ]
Ew( a, b )db1 ( 18)

2  实验装置和测量方法

实验所用风洞为开口式低湍流度风洞,矩形截面高 0. 45 m,宽 0. 35 m, 长 4. 5 m1 测量用
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的平板采用不锈钢材料, 长 2 m, 水平固定在实验段内, 前缘为楔形, 以降低边界对流场的影

响1 在平板的前端铺有细砂纸以加速边界层的转捩1 热线探针被固定在距平板前缘约 1. 5 m

处,可沿纵向测量不同高度的流向速度1 采用四通道 IFA300恒温热线风速仪测量风速, 其中

12位A/ D采集卡采样率可达1 MHz, 内置高增益信号放大器, 信噪比可达 72 dB1 经过对流场
积分尺度和耗散尺度的估计,确定采样率为 40 kHz, 低通滤波截止频率等于 20 kHz, 采样长度

为524 2881 流场的Reynolds数为1. 2 @ 1051 

3  壁湍流的子波谱分析

对壁湍流内的流向脉动速度信号进行Fourier 谱分析和离散子波谱分析,如图 1所示1 采

用具有 1、2和 20阶消失矩的 Db系列子波进行离散子波变换[ 13] , 其正交特性使得子波系数的

冗余度小1 在 y
+
= 368(如图 1) ,当频率 f 小于 1 kHz时, Fourier谱和子波谱非常接近,由于实

验中惯性子区发生的频率落在 1 kHz以内,所以以上子波都能较准确地刻画能谱曲线的- 5/ 3

斜率; 随着频率 f 位于 1 kHz以上的高频区时, Fourier 谱线衰减较快, 但波动加剧; 子波谱由于

消失矩不同而表现出各自的衰减特性:消失矩小的子波谱衰减得慢,消失矩等于 20的 Db20子

波谱更接近 Fourier谱,而且由于子波谱已经按尺度对应的频段对湍能做了平均,消除了 Four-i

er 谱线在高频区的毛刺,使结果更准确1 

图 1  Fourier谱和 Db系列离散子波谱

上述的子波谱是全局谱, 反映的是整个流场

总能量在频域或尺度上的分布规律,而湍流场内

广泛存在着随时间不断演化、不断相互作用的多

尺度湍流结构1 子波局部谱从时间-频率(尺度)

两个方面上对湍流场能谱同时进行二维分解, 从

而将某局部瞬时的多尺度湍流结构的能量沿频率

轴(尺度轴)的分布规律展现出来, 将这些瞬时流

向图像串连起来能够揭示湍流各尺度结构的发展

演化规律1 
由于连续子波尺度和频率存在线性对应关

系, 即 f = k f s/ a, f s 为采样率, k 与选用的子波母

函数有关[ 14] ,因此连续子波变换在尺度分辨率上与Fourier变换在频域上的分辨率一样1 
图2( a) ~ ( c)显示的是用 Db20子波对不同边界层位置流向脉动速度信号进行局部谱分析

的结果1 其中下方为对应时间的脉动速度信号;上方图形为时间-频率(尺度)平面表示的子波

局部谱,横轴为时间轴,纵轴是由子波尺度转换而来的对应频率轴1 图 2( a)显示在靠近粘性

底层的位置,其最大含能涡集中出现在 t = 100 ~ 140 ms之间的 20~ 60Hz的尺度上,在小于

20Hz的低频尺度上几乎不存在高的含能涡1 对比下方的脉动速度波形,在该时间内信号连续

出现了强烈的波动, 说明以 20~ 60Hz为核心的含能涡周期性地穿过 y
+
= 8的测量位置1 

图 2( b)显示在缓冲区中, 最大含能涡出现在 20~ 60 Hz的尺度上, 强度较 y
+
= 8的情况

大, 并且从 t = 25ms开始向高频扩展,在接近 t = 75ms时含能涡破碎为多尺度结构,它包括小于

20Hz的大尺度含能涡、以25Hz为核心的涡结构和远高于40Hz的小尺度涡1 从 t = 100ms以后

又经历了类似的变形、破碎过程,只是发生频率更高1 对比下方的脉动速度波形,在 t = 60ms时

脉动速度出现强脉冲,正好对应子波局部谱中相应时刻发生的最大含能涡1 
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( a) y+ = 8

( b) y + = 16

( c) y+ = 368

图 2  边界层子波局部谱和脉动速度

如图 2( c)所示,在外区,很明显最大含能涡的发生频率约为 8Hz左右,含有较高能量的低

频大尺度涡广泛地分布于时间-频率(尺度)二维平面上,包含从 60 Hz延续到 5 Hz的多尺度涡

结构1 在 t < 75ms的时间内存在 5~ 20Hz的大涡结构,其中 10~ 20Hz的部分涡结构有从该

多尺度涡中分离的趋势1 在 t = 75 ~ 150ms时间内持续有 5~ 10Hz的大涡结构,同时夹带有

13~ 60 Hz之间稍小的涡结构1 对比下方的脉动速度波形,从 t = 75ms起信号中出现了周期

更长的强烈波动,并附着有短促的小幅脉动1 因此上述的子波局部谱说明大尺度涡结构夹带
着更小尺度的涡结构一起生成、变形、破碎1 

对子波局部谱沿时间轴进行累加可以得到短时子波谱,如图31 当 f < 20Hz时,随着测点
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图 3  边界层短时子波谱

远离边界层能谱曲线逐渐增大, 说明能量更集中

于低频的大涡结构;对于20Hz < f < 60Hz, 整个

边界层的能谱曲线都非常接近, 这意味着在该频

率范围内的涡结构分布在整个边界层内; 对于 f

> 60Hz,靠近边界层,能谱曲线逐渐抬升,显示更

多较小尺度的涡结构被激发出来1 
如图 4( a) ~ ( c)所示,子波系数模的最大值同

样能够表达子波谱的规律1 在粘性底层附近(见

图 4( a) ) , 最大含能涡结构的周期较短, 含能较

低1 在 t = 75 ~ 140 ms期间,出现了周期性较强

的涡结构,对应图 2( a)中 20~ 60 Hz附近的含能

涡结构,这些周期接近20 ms的涡结构就是缓慢抬升中的低速条带结构1 到了缓冲区(见图 4

( b) ) ,这些涡结构含能更多,周期性依然明显,但在 t > 140ms以后出现了间歇现象,在间歇期

间原来的低频周期含能涡完全消失,此时的湍动能变小,有高频的小尺度涡结构出现1 这是猝
发过程中低速条带结构集中喷射以及高速流体扫掠后流场进入猝发过程的相对平静期1 随着
测点远离壁面(见图 4( c) ) , 最大含能涡的尺度在逐渐增大,持续时间也在增加1 

图5( a) ~ ( c)显示沿边界层瞬时最大含能涡发生频率的概率密度曲线1 在粘性底层附近
(见图 5( a) ) ,最大含能涡的发生频率分布在 10~ 700 Hz的较广范围内,表明有多种尺度的涡

结构被激发出来;在 20~ 50 Hz间的含能涡出现的概率最高,介于 15% ~ 20%之间1 在缓冲区

图 4( a) y+ = 8 图 5( a) y+ = 8

图 4( b) y + = 16 图 5( b) y + = 16
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图 4( c) y+ = 368 图 5( c) y+ = 368

图 4  子波系数模的最大值线 图 5  子波系数模最大值发生频率的概率密

度

(见图 5( b) ) , 20Hz以下的涡结构出现得更多, 随着测点远离壁面,到达缓冲层的流向涡移向

低频, 意味着最大含能涡的时间尺度逐渐变大,集中于更低的频率, 这些涡结构属于非活跃的

附着涡,与 Reynolds剪应力和大部分的含能涡运动有关
[ 15]

; 同时最高发生频率延伸到 1 kHz,

说明有更高频的小尺度涡结构生成1 到了外区(见图 5( c) ) ,最大含能涡的出现以 5~ 60 Hz之

间的低频大尺度涡为主, 在60~ 120 Hz的概率近似为 0;高频小尺度含能涡消失,湍能集中出

现在10Hz以下的含能涡中,其发生频率最大超过了30% 1 从短时子波谱上看,对于 20Hz< f

< 60 Hz的含能涡贯穿于整个边界层中,当靠近壁面时有更多小尺度涡结构被激发出来1 

4  结   论

通过测量壁湍流沿法向位置的流向速度, 用子波变换对湍流能谱进行分析, 并与 Fourier

谱比较,表明子波谱是对 Fourier谱按子波尺度平均的结果, 采用高阶消失矩的子波变换可以

分析衰减快的能谱1 
子波局部谱能提供谱空间的时间演化规律,便于分析湍流边界层中多尺度涡结构的相互作

用过程1 结果显示湍动能随时间的演化与边界层位置有关, 含能涡结构呈多尺度分布特征1 在
缓冲区,最大含能涡的频率延伸到 1 kHz,表明猝发产生了更多湍流, 并激发出更高频的小尺度

涡结构; 20 Hz附近的涡结构增多,说明含能涡的时间和空间尺度变大,验证了关于 Townsend

提出的附着涡的特征尺度随着壁面距离增长的观点1 在外区,能量主要集中在低频大尺度涡

结构中,含能涡呈现明显的多尺度特征1 
利用子波局部谱描述的能量时间尺度关系可以提取出各尺度含能涡结构的发生、变形、破

碎的运动过程1 在粘性底层附近, 含能涡发生频率范围较广,处于低速条带结构的形成期1 到
了缓冲区, 最大含能涡的频率范围最大, 表明湍流多尺度涡结构的相互作用强烈1 对于外区,

含能涡的持续运动周期变长1 
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Wavelet Spectrum Analysis on Energy Transfer of

Multi-Scale Structures in Wall Turbulence
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Abstract: The streamwise velocity component at different vertical heights in wall turbulence was

measured. Wavelet transform was employed to study the turbulent energy spectra, which indicates

that the wavelet global spectrum results from the weighted average of Fourier spectrum based on

wavelet scales. The wavelet transform with more vanishing moments can express the declining of tur-

bulent spectrum; the local wavelet spectrum shows that the physical phenomena such as deforming or

breakup of eddies have relations with the vertical position in boundary layer, and the energy- containing

eddies exist in mult-i scale form. Moreover, the size of these eddies is increasing with the measured

points moving out of the wall. In the buffer region the small scale energy-containing eddies with high-

er frequency are excited. In outer region themaximal energy is concentrated on the low frequent large

scale eddies and the frequent domain of energy-containing eddies becomes narrower.

Key words: wall turbulence; wavelet spectrum; turbulent kinetic energy; energy-containing eddies;

burst
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