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内共振相互作用
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摘要:  由 Luke变分原理导出了圆柱形容器中自由毛细重力表面波的基本方程# 首先对速度势和

自由面波高作Galerkin展开, 用多重尺度法导出了控制方程前二阶摄动方程, 在此基础上讨论了三

个波二阶内共振的非线性相互作用,导出了三波内共振的非线性耦合作用方程和守恒律# 针对非

退化的作用方程,分析了相平面上平衡点的位置 ,研究了参数对应共振与非共振的各种情况, 在不

同参数情况下求出二阶作用方程的稳态解并分析了解的稳定性态 ,还讨论了只在有限时间内有效

的解# 分析表明,在非退化情况下, 由于初始条件不同, 3 个波之间能量传递的模式不尽相同, 有可

能能量在 3波之间周期性传递, 亦可能单波的能量有衰减或增长# 

关  键  词:  表面波;  内共振;  稳态解

中图分类号:  O353. 2    文献标识码:  A

引   言

容器中液体的波动问题作为一个物理模型被用于研究潮汐波、湖面波动( seiche)、海洋波

浪、工业上的容器中液体晃动问题# 由于它的重要理论意义,目前仍是一个富有活力的领域# 

McGoldrick
[ 1]
证明了毛细重力表面波中也有二阶共振# Hasselmann

[ 2]
研究了连续谱中各频谱分

量之间的非线性相互作用, 导出一个描述频谱分量间能量转移的公式, 其作用机制是五阶共

振# Annenkov和 Shrira[ 3]利用 Zakharov 方程研究水面间歇性出现的马蹄形波纹,讨论了 3个波

的四阶共振# Miles[ 4]运用Whitham 平均变分法,结合 Galerkin方法, 导出了以速度势表达的运

动方程,然后对无限长槽道讨论了两个波之间的 2B1二阶共振# 他[ 5]还讨论了圆形容器中两

个频率相同但周角差 P/ 2的波之间的二阶内共振# Hammack和 Henderson
[ 6]
全面总结了表面

波共振相互作用的理论和实验研究, 讨论了在各方面的应用, 文献引证非常详尽# Benielli和

Sommeria[ 7]研究了参数不稳定引起的内重力波的破碎# Shivamoggi[ 8]讨论了 3个声波的非线性

共振,对耦合模态导出了作用方程,得到了用 Jacobi椭圆函数表达的显式解, 讨论了模态间周

期性的能量变换# 
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本文研究圆柱形容器中流体的 3个毛细重力表面波的内共振相互作用, 基本思想是通过

适当的变分原理( Luke变分原理)代替水波运动的基本控制方程与边界条件,使用符合圆形容

器几何特点的基函数对速度势和自由面波高作Galerkin展开, 以多尺度展开法为工具, 导出所

讨论问题的二阶摄动方程, 3个自由表面波共振的耦合作用方程及守恒律, 用三角函数、双曲

函数以及椭圆函数显式表示出非退化情况下二阶作用方程的所有稳态解# 

1  自由表面波的基本方程

本文考虑半径为 R 的圆形容器,设静止液面与容器底部距离 h,流体密度 Q, 液体与空气

间的表面张力系数 S, 自由面波高 G,坐标系( r, H, y ) , y 轴垂直向上为正,静止液面取为坐标平

面 y = 0,记圆截面 S = r [ R ,侧壁 B = r = R # 假设流动是不可压无旋的,引进速度

势 <# 

根据 Luke的变分原理[ 4] ,取 Lagrange密度函数为

  I = QQSdSQ
G

- h
<t +

1
2 ( ¨<)

2
+ gy dy +

S
QQQSdS 1+ | ¨G | 2 - 1 # ( 1)

为了讨论自由波动的不同 Xmn 之间的内共振, 可以利用求解区域的对称性, 取正交集

Jm( kr) cosmH 作基,将波面和速度势作 Galerkin展开:

  G( r, H, t ) = G0+ 6
m \0
n\1

Gmn ( t ) Wmn, ( 2)

  <( r , H, z , t ) = <0W00+ 6
m\0
n\1

<mn( t ) Wmn( r , H)
coshkmn( z + h)

coshkmnh
# ( 3)

本文中作如下约定:凡和号中成对出现的下标, 第一个从 0到 ] ,第二个从 1到 ] # 以后

不再逐一写出# 采用下列形式的Lagramge 方程

  

d
dt

5I

5 <
Ó

mn

=
5I
5 <mn

, (4)

d
dt

5I
5ÛGmn

=
5I
5 Gmn

# (5)

展开( 4)、( 5) , 得
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6
m
1
n
1

Pm
1
n
1
mn<

#

m
1
n
1
+

1
2 6
m
1
m

2
n
1
n
2

Nm
1
n
1
m

2
n
2
mn<m

1
n
1
<m

2
n
2
+ g +

S
Q
k
2
mn Gmn+
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(- 1) l- 1 # ( l - 1/ 2)

( l - 1) ! 6
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, i
2l- 1

j
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,j
2l- 2

Smni
1
j
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,i
2l- 1

j
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Gi

1
j
1
,Gi

2l- 1
j
2l- 1
= 0# ( 7)

这就是自由毛细重力表面波的基本方程,其中系数的规定可参见附录# 

2  多尺度展开

本文考虑弱非线性的表面波,因此可以把函数对一个表征波高的小参数 E展开,这里对于

基本方程(6)、(7) ,只使用其前二阶的系数,运用多重尺度法,记 Tn = Ent ( n = 1, 2, ,) , 做展
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开

  

Gmn = 6
]

k= 0
E
k
G
( k )
mn ( T 0, T 1, ,) , (8)

<mn = 6
]

k= 0

Ek<( k )mn ( T 0, T 1, ,)# (9)

将展开式( 8)、( 9)代入基本方程( 6)、( 7)可得其前二阶摄动方程,即

一阶摄动方程

  
D0G

(1)
mn - Wmn<

( 1)
mn = 0, (10)

D0<
(1)
mn + g +

S
Q
k
2
mn G

( 1)
mn = 0; (11)

二阶摄动方程

  D0G
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为了求二阶摄动方程的特解, 将( 12)、( 13)合并,并把已得到的一阶摄动方程的解代入,得

  D
2
0G

(2)
mn + X

2
mnG

2
mn + [ 2iXmnD1Amn e

iX
mn
T

0+ c. c. ] -

    6
m

1
m
2

n
1
n
2

Wmn L
m

2
n
2

mnm
1
n
1
Xm

1
n
1
( Xm

1
n
1
+ Xm

2
n
2
) +

    1
2
N
(0)
m

1
n
1
m

2
n
2
mnW

- 1
m

1
n
1
W
- 1
m

2
n
2
Xm

1
n
1
Xm

2
n
2
+

    W- 1
m

1
n
1
X
2
m

1
n
1
P
m

2
n
2

m
1
n
1
mn Am

1
n
1
Am

2
n
2
e
i( X

m
1
n
1

+ X
m
2
n
2

) T
0 + c. c. -

    6
m

1
m
2

n
1
n
2

Wmn L
m

2
n
2

mnm
1
n
1
Xm

1
n
1
( Xm

1
n
1
- Xm

2
n
2
) -

    1
2
N
(0)
m

1
n
1
m

2
n
2
mnW

- 1
m

1
n
1
W
- 1
m

2
n
2
Xm

1
n
1
Xm

2
n
2
+

    W- 1
m

1
n
1
X2
m

1
n
1
P
m

2
n
2

m
1
n
1
mn Am

1
n
1
Am

2
n
2
e
i( X

m
1
n
1
- X

m
2
n
2
)T

0 + c. c. = 0# ( 14)

为分析方程( 14) ,应区分无内共振和有内共振两种情况# 在无内共振情形时, 可以得到自

由毛细重力表面波固有频率的修正,此处由于篇幅的关系, 不予讨论# 下面将集中讨论 3个自

由表面波的内共振相互作用# 

3  三波内共振

本节只考虑 3个波的共振,但不考虑几种共振同时发生的组合共振# 设 3个波的频率分
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别是 Xm
A
n
A
、Xm

B
n
B
、Xm

C
n
C
,满足 Xm

A
n
A
+ Xm

B
n
B
= Xm

C
n
C
+ O( E) ,引入解谐参数 R= O(1) ,则 Xm

A
n
A
+

Xm
B
n
B
= Xm

C
n
C
+ RE# 

3. 1  作用方程和守恒律

由( 14) ,三波二阶摄动方程分别为

  D
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  D
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  D
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C
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其中
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则方程( 15) ~ ( 17)中消去长期项的条件是

  

iD1Am
A
n
A
= 2CAAm

C
n
C
Am

B
n
B
e- iRT

1,

iD1Am
B
n
B
= 2CBAm

C
n
C
Am

A
n
A
e- iRT

1,

iD1Am
C
n
C
= 2CBAm

A
n
A
Am

B
n
B
eiRT 1# 

( 18)

这就是共振三波的非线性相互作用方程# 

令    Am
K
n
K
=

1
2
aKe

iH
K   ( K= A, B, C) , ( 19)

其中 aK( T 1, ,)、HK( T 1, ,) 都是实函数# 

将( 19)代入( 18)得

  

CCaAaBaCcosL+
R
2
a
2
C= H ,

CCa
2
A+ CAa

2
C= E1,

CCa
2
B+ CBa

2
C= E2,

( 20)

其中 L= HA+ HB+ RT 1- HC, H、E 1、E 2都是与 T 1无关的量# 方程( 20)就是三波内共振的守
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恒律# 

3. 2  作用方程的变形
可以利用( 20)的第一式消去 L, 得

  ( aCD1aC)
2
+ H -

R
2
a
2
C

2

= ( CCaAaBaC)
2 # ( 21)

若记 N= a
2
C, 则有

  dN
dT 1

= ? 2 f ( N) , ( 22)

其中 f ( N) = B3N
3
- B2N

2
+ B1N- B0, f ( N) 的系数是

  B3 = CACB, B2 = CAE2+ CBE1+ R2/ 4, B1 = E 1E2+ RH , B 0 = H
2 # ( 23)

3. 3  作用方程的稳态解

下面讨论非退化情况 ( B3 X 0) 下,作用方程(22) 稳态解及其稳定性分析# 设方程有 3个

根: N1、N2、N3,可分成 1个实根与 3个实根两种情况# 首先假设 B3 > 0, 并设 $是方程 f ( N) =

0的判别式# 

1) $< 0时, f ( N) = 0有 3个相异实根: N1 < N2 < N3

记  Nk = 2 - f c( C) / (3B 3) cos( Uk / 3) ,

其中

  cosUk =
- f ( C)

2B 3
-

f c( C )
3B 3

3

,

  sinUk = - $ -
f c( C )
3B3

3

,

  C = B 2/ (3B 3) # 

1. 1) 求解区域为: N1 [ N [ N2

作变量代换 N= N1+ ( N2- N1) sin
2 U, 则( 22)经过积分后有

  Q
U

0
1/ 1- K 2sin2WdW = B3( N3- N1) T 1, ( 24)

故初始条件用了 T 1 = 0时 U= 0,即从 N= N1 开始积分,

  N= N1+ ( N2 - N1) sn
2
[ B3( N3- N1) T 1] , ( 25)

其中 sn[ #]是 Jacobi椭圆函数# ( 25)表明 N在N1与 N2之间作周期运动,其运动方程为:

  

a
2
C= N= N1 + ( N2- N1) sn

2
[ B3( N3- N1) T 1] ,

a
2
B=

1
CC

E2- CBN1- CB( N2- N1) sn
2

B3( N3- N1) T 1 ,

a
2
A =

1
CC

E1- CAN1- CA( N2- N1) sn
2

B3( N3- N1) T 1 # 

( 26)

由于 sn[#]是周期函数,可以看出能量在 3个波间无衰减地传递,具体地说是 Xm
C
n
C
波向另

两个 Xm
A
n
A
波和 Xm

B
n
B
波传递能量或从这两个波吸收能量# 

1. 2) 求解区域是 N\ N3

作变量代换 N= F/ B3, 代入( 22)有:

  dF/ dT 1 = ? 4F3- pF- q , ( 27)
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其中,

  
p =

4
3
( B

2
2- 3B1B3) ,

q = 4(2B
3
2/ 27- B 1B2B3/ 3+ B 0B

2
3)# 

( 27)的求解区域是 F\ B3N3,初始条件为 F= B3N3( T 1 = 0)# 

积分可得:

  F= P Q
]

B
3
N
3

1

4S3- pS- q
dS- T 1 , ( 28)

其中 P 是Wereistrass椭圆函数# 

1. 1)与 1. 2)解的区别在于初始时刻波的能量,若 Xm
C
n
C
波的能量过大, 则对应 1. 2) , 解就

会趋于无穷# 将 F代回原变量N= F/ B 3得

  a
2
C=

1
B3
P Q

]

B
3
N
3

1

4S3- pS- q
dS- T 1 ,

  a
2
B =

1
CC

E2-
1
CA
P Q

]

B
3
N
3

1

4S
3
- pS- q

dS- T 1 ,

  a
2
A=

1
CC

E1-
1
CB
P Q

]

B
3
N
3

1

4S3- pS- q
dS- T 1 # 

在 CA、CB均为正时, Xm
A
n
A
、Xm

B
n
B
会在一段时间后被抑制;当 CA、CB均为负时, 3个波都会剧烈增

长# 

2) $> 0,这时 f ( N) = 0只有一个实根 N3

设  f ( N) = B3( N- N3) ( N
2
+ pN+ q ) , ( 29)

作变量代换

  N= N1+ g( N1) tan
2 U
2
,

则( 22)经过积分后得;

  N= N1+ g( N1) #
1 - cn(2 B3

4

g ( N1) T 1)

1 + cn(2 B3
4

g ( N1) T 1)
# 

N的运动无界,持续的时间是

  Q
P

0

1

1- K 2sin2S
dS# 1

B3

4

g( N1)
,

其中:

  N1 =

3

-
f ( C)
2B3

+
f ( C)
2B3

2

+
f c( C )
3B2

3

+

    

3

-
f (C )
2B 3

-
f ( C)
2B3

2

+
f c( C)
3B2

3

# 

3) $= 0

3. 1) f ( N) 有三重根

设  f ( N) = B3( N- B2/ (3B3) )
3# 

考察过平衡点 B2/ (3B3) 的积分曲线( N0- B2/ (3B3) )
- 1/ 2

- ( N- B2/ (3B3) )
- 1/ 2

= B3T 1,

由于 N= B2/ (3B3) 处奇性过强,原本不在 B2/ (3B3) 的点在有限时间内永远不会到达此点# 
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但在有限时间 1/ ( B3( N0- B 2/ (3B3) )
- 1/ 2
) 内 N y ] # 

N的变化取决于初值# 若初始时 N= B2/ (3B 3) ,则它成为一个稳态解# 若初始时 N X

B2/ (3B3) ,则必须是 N> B 2/ (3B 3) , 如在上枝,则经有限时间即远离平衡点,即解趋于无穷;如

在下枝,则经无限时间后可无限接近平衡点, 但不会达到平衡点# 

3. 2) 1个单根, 1个二重根

3. 2a) N1 = N2 < N3

求解区域是: N> N3

  N= N3+ ( N3 - N1) tan
2
[ B3( N3- N1)#T 1]# ( 30)

3. 2b) N1 < N2 = N3

  dN
dT 1

= ? 2 B 3 N- N1 | N- N3 | # 

设积分路线是Ñ , Ò# 

Ñ 求解区域 N1 [ N [ N3

作变换 N- N1 = F, 解方程得

  N= N1+ ( N3 - N1) tanh
2
[ B3( N3- N1)#T 1] , ( 31)

显然 N y N3, 仅当 T 1 y ] , 即有限时间内 N不会从N1到 N3 # 

Ò 求解区域: N\ N3

  N= N1+
( N3- N1)

2

N0- N1

N0- N1
N3- N1

ºtanh( B 3( N3- N1) T 1)

N3- N1
N0- N1

ºtanh( B 3( N3- N1) T 1)

2

# ( 32)

( 32) / º0中取/ - 0的解在有限时间内失效, 只在

  - ] < T 1 < 0. 5 B 3( N3- N1) ln( N0- N1+ N3 - N1/ N0- N1 + N3- N1 )

时有效,此范围外解无界# ( 32) / º0中取/ + 0的解从 N= ] 到 N0 仅用有限时间即可,但从 N0

到 N3 需经历无穷长的时间# 故有效时段是:

- 0. 5 B3( N3- N1) ln( N0- N1 + N3- N1/ N0- N1- N3- N1) < T 1 < ] # 

当 B3 < 0时,讨论情形类似,故在此省略# 

4  结   论

本文导出了圆柱形容器中自由毛细重力表面波的二阶摄动方程, 3个自由表面波共振的

耦合作用方程及守恒律,以及非退化情况下二阶作用方程的所有稳态解# 分析表明 3波之间

能量可能是周期性来回传递也可能是衰减或增长,这取决于初始条件# 

另外, 在表面波列无内共振情形下可以得到波的固有频率修正; 当 3 波之间发生内共振

时,在二阶作用方程退化情况下波的频率受到调制# 这些结果在作者硕士学位论文[ 9]中有详

细的讨论# 

致谢  本文工作得到上海大学、上海市应用数学和力学研究所的乐嘉春副教授和戴世强

教授的悉心指导和大力支持, 在此致以衷心谢意!

附   录

自由毛细重力表面波的基本方程( 6)、( 7)中的系数定义如下:
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Internal Resonant Interactions of Three Free Surface_Waves

in a Circular Cylindrical Basin

MA Chen_ming1, 2

( 1. Institute of Mathem atics , Fudan Un iver sity ,

Shangha i 200433, P . R . China ;

2. Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P . R . China )

Abstract: The basic equations of free capillary_gravity surface_waves in a circular cylindrical basin

were derived from Luke. s principle. Taking Galerkin. s expansion of the velocity potential and the free

surface elevation, two_order perturbation equations were derived by use of expansion of multiple

scale. The nonlinear interactions with two_order internal resonance of three free surface_waves were

discussed based on the above. The results include: derivation of the couple equations of resonant inter-

actions among three waves and the conservation laws; analysis of the positions of equilibrium points in

phase plane; study of the resonant parameters and the non_resonant parameters respectively in all

kinds of circumstances; derivation of the stationary solutions of second_order interaction equations

corresponding to different parameters and analysis of the stability property of the solutions; discussion

of the effective solutions only in the limited time range. The analysis makes it clear that the energy

transformation mode among three waves differs because of the different initial conditions under non-

trivial circumstance. The energy may either exchange among three waves periodically or damp or in-

crease in single waves.

Key words: free surface_wave; internal resonant interaction; stationary solution
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