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摘要:  基于极限分析的下限定理, 建立了用常规边界元方法进行三维理想弹塑性结构极限分析

的求解算法# 下限分析所需的弹性应力场可直接由边界元方法求得# 所需的自平衡应力场由一

组带有待定系数的自平衡应力场基矢量的线性组合进行模拟, 这些自平衡应力场基矢量由边界元

弹塑性迭代计算得到# 下限分析问题最终被归结为一系列未知变量较少的非线性数学规划子问

题并通过复合形法进行求解# 给出的计算结果表明该算法有较高的精度和计算效率# 
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引   言

结构极限分析是塑性力学中最有实用意义的分支之一,对于确定结构的承载能力和金属

塑性成形等问题都具有重要的应用背景# 进行结构极限分析的宗旨在于为工程设计和安全评

估提供可靠的理论依据# 

作为弹塑性问题求解的简化方法, 极限分析不需要事先知道载荷变化的历史,可以避免耗

时的弹塑性增量计算而直接求解极限载荷,理论上适用于对工程结构的极限承载能力进行求

解# 目前通常采用的进行极限分析的数值计算方法是有限元方法# 但是, 在采用有限元方法

进行实际的数值计算时也面临很大的困难# 由于结构极限下限分析的数学规划格式含有多个

变量和约束,且一般来说为非线性, 求解的规模往往很大, 这就是所谓的维数障碍# 如何找到

一种较好的求解算法来克服维数障碍问题,同时又能保证计算结果有较高的精度,是极限分析

方法能否真正应用于工程实际问题的关键所在# 目前很多研究都围绕着发展极限分析方法而

展开,其中大量的工作就是为了克服维数障碍问题[ 1]# 

用边界元方法进行极限和安定分析, 早在 1983年就由Maier
[ 2]
等提出了采用常规边界元

进行极限和安定分析的方案, 指出了应用这种方法的可行性# 但由于没有克服数值计算上的

困难,上述方案并未给出具体的计算方法和有关的计算结果# 边界元方法,由于采用解析积分

方案使该方法有很好的计算精度# 特别是由内点应力积分公式直接得到的应力比有限元方法

由位移近似值计算得到的应力有更高的精度,适合于构造虚拟弹性应力场和自平衡应力场,同

时由于边界元方法本身的降维作用,可以大大减少未知量的个数,所以采用边界元方法进行极
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限下限分析是很有利的# 本文基于极限下限分析定理, 采用常规边界元方法对三维结构进行

离散,虚拟弹性应力场直接由边界元方法计算得到# 在构造自平衡应力场时采用减缩基技术,

将自平衡应力场用一组自平衡应力场的基矢量通过线性组合进行模拟# 而这些基矢量由边界

元的弹塑性增量方法计算得出# 极限分析问题最终被归结为一系列未知变量较少的非线性规

划问题并利用复合形法进行求解# 

1  三维弹塑性边界元方法的基本理论

弹塑性问题的边界元方法首先由 Swedlow 和 Cruse[ 3]在 70年代初提出,在此基础上, 近年

来许多学者做了大量的工作[ 4~ 6] ,目前已经成为较为成熟的方法# 

由Betti互易原理出发并采用Kelvin解作为基本解,我们可以得到三维弹性问题增量形式

的边界积分方程:

  Cij Ûu j = Q#
U

s
ijÛtj d # - Q#

T
s
ijÛujd # + Q8

U
s
ij Ûbjd 8# ( 1)

对于弹塑性问题,我们可以将塑性应变考虑为初始应变并考虑其不可压缩性,使其相应的

塑性项以伪体力和伪面力的形式出现, 就可以用三维弹性问题的基本解作为弹塑性问题的基

本解,相应的三维弹塑性问题的边界积分方程为:

  Cij Ûu j = Q#
U

s
ijÛtj d # - Q#

T
s
ij Ûu jd # + Q8

U
s
ij Ûbjd 8 + Q8

EsijkÛRPjkd 8# ( 2)

式( 1)和式( 2)中带 s上标的量为基本解的各相应量( Kelvin解) , Cij 则为与边界面几何特

性有关的系数, 对于光滑边界处有 Cij = Dij / 2# 

内点位移的积分方程为:

  Ûui = Q#
U

s
ijÛtjd # - Q#

T
s
ijÛu jd # + Q8

U
s
ij Ûbjd 8 + Q8

EsijkÛRPjkd 8# ( 3)

将上式对奇点坐标求导, 然后通过对有强烈奇异性的被积函数作特殊处理,我们可以得到

内点弹性应力的积分公式:

  ÛREij = Q#
(- R

s
kij )Ûtk d # - Q#

T
s
kij Ûukd # + Q8

(- R
s
kij )Ûb kd 8 +

    Q8
EsijklÛRP

kld 8 +
8- 10M

15(1- M)
ÛRPij# ( 4)

在式( 3)和式( 4)中 U
s
ij、T

s
ij、E

s
ijk、R

s
kij、T

s
kij、E

s
ijkl 为基本解的各相应量# 

分别用边界单元和内部三维体元对边界和内部塑性区离散化,式( 2)和式( 4)的离散化方

程的矩阵形式可以写为(不考虑体力) :

  HÛu = GÛt + QRP
, ÛRE

= GcÛt - HcÛu + ( Qc+ Ec) ÛRP# ( 5a, b)

根据边界条件, 将已知边界量和未知边界量分开, 式( 5a, b)经过重新排列后可得:

  AÛx = Ûf + QÛRP
, ÛRE

= - AcÛx + Ûf c+ ( Qc+ Ec) ÛRP# ( 6a, b)

求解式( 6a)并代入式( 6b) , 可得:

  Ûx = A
- 1
QÛRP

+ A
- 1Ûf = RÛRP

+ Ûm , ( 7a)

  ÛRE
= ( Qc+ Ec- AcA- 1

Q) ÛRP
+ (Ûf c- AcA- 1Ûf ) = SÛRP

+ Ûn# ( 7b)

在( 7a, b)两式中, Ûm、Ûn 为相应的弹性解,另一项则为由于域内出现塑性变形所产生的影

响# 利用( 7a, b)式, 就可以采用增量法求解三维弹塑性问题,其增量关系可写为:

  $x = R$RP + $m , $RE
= S$RP

+ $n# ( 8a, b)
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根据内点的弹性应力增量和塑性应力增量,我们可以得到内点的实际应力增量:

  $R = $RE - $RP = ( S - I)$RP + $n# ( 9)

2  极限分析的下限定理

极限分析的下限定理[ 7]可以叙述为: /一个满足平衡条件并且到处都不破坏材料屈服条件

的应力场, 是一个静力容许应力场; 跟静力容许应力场对应的外载荷是极限载荷的下限; 最高

的下限就是极限载荷# 0其数学表达格式为:

  B
s
= max B, ( 10a)

s. t . U[ BREij ( x) + Qij ( x ) ] [ 0,    P x I 8, ( 10b)

  Qij , j = 0, Px I 8 ; Qijnj = 0,  Px I #P, ( 10c, d)

其中目标函数 B为待求极限载荷乘子, REij ( x) 为给定基准载荷作用下的虚拟弹性应力场,

Qij ( x) 为可调的自平衡应力场, U[ #] 为屈服函数# 约束条件( 10b) 式为屈服条件, ( 10c) 式与

( 10d) 式为自平衡应力场在域 8 内和力边界 #P 上所必须满足的齐次条件# 

3  平衡应力场的构造

由式( 10b)可见,平衡应力场由虚拟弹性应力场和自平衡应力场两部分构成,基准载荷作

用下虚拟弹性应力场 REij ( x) 由三维边界元方法直接求出# 基于减缩基技术, 自平衡应力场

Qij ( x) 可以由带有 R个待定常数C1, C2, ,, CR的一组自平衡应力场基矢量Q1ij ( x ) , Q
2
ij ( x ) , ,,

QRij ( x) 的线性组合进行模拟
[ 8]# 整个平衡应力场可以表示为:

  Rij ( x ) = BREij ( x) + C1Q
1
ij ( x ) + ,+ CR Q

R
ij ( x ) , ( 11)

其中自平衡应力场基矢量 Q
1
ij ( x ) , Q

2
ij ( x ) , ,, Q

R
ij ( x) 由三维边界元弹塑性增量算法中在同一

增量步上不同迭代步之间的应力差来构造# 每一个基矢量实质上就是迭代过程中所产生的塑

性应变所引起的弹性响应,满足自平衡应力场的要求( 10c, d)式# 极限载荷的整个求解过程可

以分为一系列数学规划子问题,整个求解过程如下:

1) 对于第一个子问题,首先在弹性极限载荷的基础上施加一个载荷增量 $B1, 由三维边

界元弹塑性增量算法进行迭代,求出 R个自平衡应力场基矢量# 然后通过下面将要介绍的复

合形法进行求解,可得到极限载荷的第一个近似解 B1# 

2)以第 n 次规划完成后的平衡应力场为基础, 施加一个载荷增量 $Bn+ 1
,得到( R - 1) 个

新的自平衡应力场基矢量# 同时将第 n 次数学规划完成后得到的自平衡应力场也作为一个

基矢量,这样总共得到 R 个基矢量# 通过对数学规划问题的求解可得到第 n + 1个近似解

Bn+ 1# 

3) 对于给定的误差容限 E ,如果满足以下的收敛准则:

  ( Bn+ 1- Bn ) / Bn+ 1 [ E, ( 12)

则计算结束, Bn+ 1 就是极限载荷乘子的下限解, 如果上式不满足, 则转向 2) , 继续下一个子问

题的求解# 

整个求解过程实际上就是不断对自平衡应力场进行修正的过程# 每一个子问题的求解就
是对上一个子问题的自平衡应力场进行修正,使得它更接近真实情况# 

计算表明, 只需要进行3~ 5次的数学规划求解, 就可以得到满意的结果# 而自平衡应力

场基矢量的数目 R 一般来说只需 4~ 6个即可# 
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4  非线性规划问题的求解

将( 11)式代入( 10)式, 则经过离散化以后的下限定理可以表示为:

  Bs = max B, ( 13a)

s. t . 5 i ( B, C1, C2, ,, CR) [ R
2
0   ( i = 1, 2, ,, N G)# ( 13b)

上式中, NG为屈服条件应力校核点的个数# 此时,式( 10)中的后两个约束条件( 10c, d)已自动

满足# 

从式( 13)可以看出,该数学规划问题具有以下特点:

1) 优化变量较少,即维数较低,一般 R + 1 [ 7个;

2) 约束方程较多,即阶数较高( N G阶) ;

3) 由于采用 von Mises屈服条件, ( 13b)中的约束方程均为二次方程# 

根据该非线性规划问题的上述特点,我们采用复合形法进行求解
[ 9]# 

第一步:考虑到该非线性规划问题具有变量少, 而且约束方程均为二次等特点, 对于一组

给定的常数 C
c
1, C

c
2, ,, C

c
R, 求出所对应的 B d# 

首先,将式( 13b)中的N G 个不等式约束方程整理为 B的二次函数,并记为

  Qi ( B) = a i B
2
+ bi B+ ci [ 0   ( i = 1, 2, ,, NG) , ( 14)

其中系数 ai 由第i 个应力校核点的虚拟弹性应力场的各应力偏量(已知量) 构成,且一定有 a i

> 0, bi、ci则由第i个应力校核点的虚拟弹性应力场的各应力偏量和该点自平衡应力场基矢量

的各应力偏量(已知量) 与给定的系数 C
c
1, C

c
2, ,, C

c
R 构成# 

如果上面的 N G个二次不等式都有解区间并且这些解区间存在非零的交集,则将 C
c
1, C

c
2,

,, C
c
R称为本问题的一个允许点,反之则为不允许点# 采取强制措施避免出现不允许点# 将

这个交集区间的最大值记为 B d, 我们就可以写出下面的函数关系:

  B d = 5 ( Cc
1, C

c
2, ,, C

c
R )# ( 15)

第二步:求 C
c*
1 , C

c*
2 , ,, C

c*
R ,使其所对应的 B d* y B

s# 

构造初始复合形,即在一个 R维空间中构造一定数量(计为K ) 的初始顶点 x
(1)
, ,, x

(K )
,

每个顶点的坐标就代表一组 C
c
1, C

c
2, ,, C

c
R , 并采取强制措施保证所选取的初始复合形的每个

顶点都是允许点# 

在产生了初始复合形以后,我们进行如下迭代:

1) 找出所有顶点中目标函数值最大的点(最好点) x
(b) 和目标函数值最小的点(最坏

点) x
(w )

,并求除了 x
(w ) 以外所有点的中心点 x

C :

  x
C
=

1
2R 6

2R+ 1

i= 1

x
( i)

- x
(w ) # ( 16)

2)求 x
(w) 关于 x

C 的反射点 x
$ :

  x
$
= (1+ K) x C

- Kx (w)
, ( 17)

其中 K> 0为反射系数(一般可取 K= 1. 3) ,若 x
$
不是允许点,则将 x

$
向中心点 x

C
移动一

半距离,即以:
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  x
$
(new) = 0. 5( x$( old) + x

C
) ( 18)

代替原来的 x
$
; 若新的 x

$ 仍然不是允许点, 则重复应用(18) 式, 直到 x
$成为允许点# 

3) 计算 <( x$) , 若

  <( x$) > min
i Xw

( <( x ( i )
) ) , ( 19)

则以 x
$代替 x

(w )
,一次迭代完成;否则,也将 x

$向中心点 x
C 移动一半距离,即再由(18) 式求

出新的 x
$
, 直到( 19)式满足为止# 

4) 对于预先给定的误差容限 Ec ,如果满足:

  +x
(b)

- x
(w ) + [ Ec, ( 20)

则 x
( b)

(其坐标即为 C
c *
1 , C

c*
2 , ,, C

c*
R ) 所对应的 B d* 即为该子问题的近似解# 如果不满足,

则转 1)继续迭代# 

5  数 值算 例

为了验证本文所提出的三维问题求解算法的有效性, 在本节里给出了几个算例的数值计

算结果并与文献中的结果进行了比较# 以下算例中均采用 8节点二次边界单元和8节点线性

内部单元对结构进行离散# 材料参数取为: 弹性模量 E = 2. 1 @ 10
5
MPa, 泊松比M= 0. 3,屈服

极限 Rs = 200MPa# 

1) 一组受单向拉伸载荷作用的带圆孔方板(图1) # 

图 1  带孔方板受力示意图   图 2  边界单元网格划分   图 3  内部单元网格划分

 图 4  矩形梁受力示意图           图 5数值解与解析解的比较

在本算例中,计算了 4种不同孔径的带圆孔方板在单向拉伸载荷作用下的极限载荷# 圆

孔直径 d 与板长L 的比值分别为 0. 2、0. 4、0. 6和 0. 8# 孔径与板长比 d/ L = 0. 2时结构的边
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界元网格以及内部单元网格划分见图 2和图 3# 

表1给出带孔方板的极限载荷数值结果, 并与文献[ 10]中列出的采用其它算法所得到的

数值解进行了比较# 由表 1可见,本文结果与其它数值解具有很好的一致性# 
表 1 不同方法的数值计算结果比较( Rs为屈服应力)

孔径 d / 板长 L 求解方法 P / Rs

0. 2

[ Gaydon & McCrum, 1954] 0. 800 0

下限解[ Borges, et al . , 1996]  423个单元 0. 800 4

本文解 0. 801 1

下限解[ Borges, et al . , 1996]  113个单元 0. 801 9

[ Casciaro & Cascini, 1982] 0. 803 5

0. 4

下限解 [Gaydon& McCrum, 1954] 0. 460 0

[ Casciaro & Cascini, 1982] 0. 537 5

下限解[ Borges, et al . , 1996]  121个单元 0. 575 5

本文解 0. 579 7

下限解[ Borges, et al . , 1996]  285个单元 0. 583 4

上限解[ Borges, et al . , 1996]  119个单元 0. 589 6

上限解[ Gaydon & McCrum, 1954] 0. 600 0

0. 6

下限解[ Gaydon & McCrum, 1954] 0. 190 0

[ Casciaro & Cascini, 1982] 0. 219 9

上限解[ Gaydon & McCrum, 1954] 0. 230 0

本文解 0. 232 3

下限解[ Borges, et al . , 1996]  215个单元 0. 236 7

下限解[ Borges, et al . , 1996]  129个单元 0. 236 9

0. 8

下限解[ Gaydon & McCrum, 1954] 0. 041 00

下限解[ Borges, et al . , 1996]  117个单元 0. 047 97

下限解[ Borges, et al . , 1996]  364个单元 0. 049 29

本文解 0. 051 22

[ Casciaro & Cascini, 1982] 0. 055 24

上限解[ Gaydon & McCrum, 1954] 0. 059 00

  2) 承受拉伸和弯曲载荷作用的矩形梁(图4)

本算例给出了同时承受拉伸载荷和弯曲载荷的矩形截面粱 (2H / L = 1/ 8) 的极限载荷数

值解, 并与解析解进行了比较(图 5)# 采用38个边界单元和 96个内部单元,对矩形梁进行离

散# 该问题的解析解为: M/ M s+ (N / N s)
2
= 1,式中 M s和 N s 分别为弯矩和轴力单独作用时

的极限载荷# 为了说明本算法的效率, 本文给出了矩形梁承受纯弯曲载荷时本文算法与弹塑

性边界元方法的计算时间比较# 在同一台微机进行运算, 本文算法和弹塑性边界元增量法所

需计算时间分别为 64. 7 s和 174. 3 s# 
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6  结 束语

借助于三维边界元方法, 本文将减缩基技术和复合形法有效地结合起来,克服了极限分析

中最为关键的维障问题# 由本文的分析以及算例求解可以看出:

1) 边界元法可以作为一种有效的数值方法用于极限分析问题# 由于边界元方法直接计

算得出的应力比有限元方法通过位移求出的应力有较高的精度, 适合于计算虚拟弹性应力场

和通过弹塑性迭代而产生自平衡应力场基矢量# 

2) 本文所采用的构造自平衡应力场的减缩基技术以及边界元方法自身的降维作用使得

所形成的数学规划问题的未知量大大降低# 极限分析问题化为一系列数学规划子问题进行求

解# 整个求解过程实质上是对自平衡应力场的不断修正,使之逼近真实状态的过程# 

3) 用复合形法直接求解所形成的非线性数学规划问题,整个过程既避免了通常对屈服面

进行线性化而引起的误差,也不会增加数学规划问题的维数# 计算结果表明采用该算法有较

高的精度和计算效率,同时具有很好的数值稳定性# 
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Abstract: Based on the lower bound theorem of limit analysis, a solution procedure for limit analysis

of three_dimensional elastoplastic structures was established using conventional boundary element

method (BEM) . The elastic stress field for lower bound limit analysis was computed directly by three_

dimensional boundary element method (3_D BEM). The self_equilibrium stress field was constructed

by the linear combination of several self_equilibrium / basis vectors0 which can be computed by elas-

tic_plastic incremental iteration of 3_D BEM analysis. The lower bound limit analysis problem was f-i

nally reduced to a series of nonlinear programming sub_problems with relatively few optimal variables.

The complex method was used to solve the nonlinear programming sub_problems. The numerical re-

sults show that the present solution procedure has good accuracy and high efficiency.

Key words: BEM; lower bound limit analysis; self_equilibrium stress field; nonlinear programming;

complex method
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