
文章编号: 1000_0887(2003) 12_1309_10

污染物在非饱和带内运移的流固
耦合数学模型及其渐近解

X

薛  强1
,  梁  冰1

,  刘晓丽
1
,  李宏艳

2

( 1. 辽宁工程技术大学 力学与工程科学系, 辽宁阜新 123000;

2.北京师范大学 环境科学研究所, 北京 1000875)

(刘宇陆推荐)

摘要 :  污染物在非饱和带中运移过程是多组分多相渗流问题# 在考虑气相的存在对水相影响的

前提下,基于流固耦合力学理论, 建立了污染物在非饱和带内运移的流固耦合数学模型# 对该强

非线性数学模型采用摄动法及积分变换法进行拟解析求解, 得出了解析表达式# 对非饱和带内的

孔隙压力分布、孔隙水流速以及污染物的浓度在耦合与非耦合气相条件下的分布规律进行解析计

算# 对该渐近解与 Faust模型的计算结果进行了对比分析, 结果表明: 该模型解与 Faust 解基本吻

合,且气相作用以及介质的变形对溶质的输运过程产生较大的影响, 从而验证了解析表达式的正

确性和实用性# 这为定量化预报预测污染物在非饱和带中迁移转化和实验室确定压力_饱和度_渗

透率三者之间的关系提供了可靠的理论依据# 
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引   言

污染物在非饱和带内的运移问题引起了国内外广大学者的高度重视# 早在 60年代, 国外

开始对土壤和地下水污染问题进行研究[ 1]# 近几年来,在国内, 水文地质领域、石油工程领域

以及环境工程等领域对污染物的迁移与转化问题也进行了深入的研究[ 2, 3]# 到目前为止,已

经提出了部分有关污染物在非饱和带中运移的数学模型,如 Paker
[ 4]
等人运用多相流理论研究

多孔介质中石油污染时, 建立了控制水、气和污染物多组分参数本构模型, Abriola 和 Pinder[ 5, 6]

模拟了石油污染在土壤中迁移转化的过程, T. Kuppusamy[ 7]运用有限元方法计算土壤中多相非

溶混渗流问题, Faust[ 8]等人建立了非溶混流体在非饱和带中运移的耦合数学模型# 但在上述

的数值模拟研究当中,均考虑了非饱和带内水的运动和污染物随水流的迁移转化问题,忽视了

气相作用以及岩土的变形对水渗流的影响# 

近年来,随着流固耦合力学理论和多相流理论的发展, 人们对非饱和带内多孔介质的力学

机理有了深刻的认识:气相的存在对水相的运动产生很大的影响,从而对污染物在水中的运移
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产生影响;岩土在渗流作用下会产生变形,而岩土的变形反过来又会影响流体的渗流# 经典渗

流力学已进行了广泛研究,但在以往的分析和计算中都没有考虑流体流动和岩土变形之间的

相互作用以及气相的作用,而且在早期非饱和带研究对象一般只限于水相,只考虑非饱和带内

水的流动, 忽视了气相的作用, 其根据为 Richards近似方法, Milly 对这一近似方法做了详细的

论述[ 9]# 但近几年来,人们发现在许多情况下,气相的存在对水相的运动产生较大的影响# 唐

海行等人通过大量的实验资料和野外观测指出:非饱和带中空气对水流入渗有明显的影响,并

采用了折减的饱和渗水系数方法,考虑了气压势作用[ 10]# Green等首先认识到包气带中气相

的作用,并把它考虑进一个一维两相有限差模型中去# Touma[ 11] ( 1986)、Weir[ 12] ( 1992)等通过

实验方法模拟了多孔介质中水气两相互不容混流体相互驱替的过程,得出了气体对土壤中水

分运移的影响# 一方面当空气不能自由排出时, 以泡沫的形式存于水中,气体被压缩压力增

大,增加了水的流动阻力, 从而降低了水的渗透率; 另一方面空气在水的驱动下,水气同时流

动,由此产生了对水流的阻滞或拖动作用# 此外岩土在流体渗流作用下会产生变形,而岩土的

变形反过来又会影响流体的渗流, 两者是相互影响相互作用的# 因此,如何建立一个耦合的数

学模型就至关重要# 上述数学模型求解过程非常复杂,且求解结果只能给出数值的大小,无法

用准确的解析表达式定量化的描述污染物迁移的行为# 为此,本文在流固耦合力学理论基础

上,建立了污染物在土壤中迁移的非线性流固耦合的数学模型, 并采用摄动法及积分变换法进

行一维拟解析求解# 对非饱和带内的孔隙压力分布、孔隙水流速以及污染物的浓度在耦合与

非耦合气相的条件下分布规律进行定性分析,并且对该解析解与 Faust模型的计算结果进行对

比验证,验证了解析表达式的正确性和可靠性,这为定量化地预测预报污染物的迁移转化问题

和实验室确定压力_饱和度_渗透率三者之间的关系提供可靠的理论依据# 

1  基 本理 论

污染物在非饱和带内运移问题属于流固耦合问题,而该问题要用流固耦合方程来描述,应

包括应力场方程、渗流场方程和浓度场方程# 

建立方程前首先引入几个假设:

1) 土体是各项同性的线弹性地质材料# 

2) 固体骨架的变形遵从Terzaghi有效应力规律:

  Rij = R
c
ij + pDij , ( 1)

式中 Rij 为总应力张量, Rcij 为有效应力张量, p 为孔隙水压力, Dij 为Kronecker符号# 

3) 土体内水渗流遵守达西定律,即

  qi = -
ki

LC
p , i , ( 2)

式中 qi 为水渗流速度, ki 为渗透系数, L为液体的粘度, C为液体的容重# 

1. 1  应力场方程

1) 应力平衡方程(忽略体积力)

  Rij , j = 0; ( 3)

2) 几何方程(应变与位移关系)

  Eij =
1
2

( ui , j + uj, i ) ; ( 4)

3) 本构关系(应力与应变关系)
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  Rcij = 2G
M

1 + M
Ev + Ei , ( 5)

式中 G = E/ ( 2(1+ M) ) , G 为剪切模量, E为土体的弹性模量, M为泊松比,体积应变 Ev = Ex +

Ey + Ez# 

4) 用位移表示的土体应力平衡方程

由式( 1)、( 3)、( 4)、( 5)联立可得用位移和应力表示的土体应力平衡方程

  G
1 - 2M

uj , ji + Gui , jj + p , i = 0# ( 6)

1. 2  渗流场方程

引入水头流动势函数

  U= z +
p
C

# ( 7)

假定土体的孔隙率为 n, 饱和度为 S, 固体颗粒本身是刚性的,即

  Qs = const# ( 8)

三相分别用下标:固相( s) ,液相(w) , 气相( a)表示,

由于渗流发生在弹性变形的多孔介质中,因而不但流体具有一定的渗流速度,而且固体颗

粒也有一定的运动速度, 所以流体速度可表示为

  V f = Vr + Vs   ( f = w, a) , ( 9)

其中 Vf为流体运动的绝对速度, Vs 为固体颗粒运动的绝对速度, Vr为流体相对于固体颗粒的

速度,其表达式

  Vr =
1

nS
q f, ( 10)

式中 qf 为达西流速,其表达式为

  qf = -
Kkr f

LC
gradU, ( 11)

其中 K 为流体的绝对渗透率, k rf为流体的相对渗透率# 

由于流体密度仅是压力 p 的函数, 对于微可压流体,定义压缩系数为

  Bf =
1
Qf

dQf
dp

  ( f = w, a)# ( 12)

由式( 12)可以得到

  gradQf = QfBfgradp ,
5Qf
5 t

= QfBf
5p
5 t

# ( 13)

三相的质量守恒方程为

固相:

  div[ Qs(1 - n ) Vs] +
5[ Qs(1- n) ]

5t
= 0# ( 14)

液相:

  div[ nSQw Vw] +
5( nSQw)

5 t
= 0# ( 15)

气相:

  div[ Qa n(1- S ) V a] +
5[ Qa n(1- S) ]

5 t
= 0# ( 16)

对式( 7) ~ ( 16)联立推导可得水流的运动方程[ 13]
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  k
LC
¨2

p = divVs + nBA
5p
5 t

, ( 17)

其中

  BA= Bw + (1 - S ) / p# ( 18)

由于

  Vs =
5 u
5 t

, Ev = divu = Ex + Ey + Ez , divVs =
5Ev

5 t
, ( 19)

所以式( 17)变为

  k
LC¨

2
p =

5Ev

5t
+ nBA

5p
5 t

# ( 20)

对式( 6)左边分别对 x、y、z 求导,然后相加后得

  G
1- 2M

+ G ¨2Ev = ¨2
p# ( 21)

对式( 21)两边积分后得

  G
1- 2M

+ G Ev = p + f ( x , y , z , t )# ( 22)

将式( 22)代入式( 21)得

  k
LC
¨2

p = ( A+ nBA)
5p
5 t

# ( 23)

其中   A= 1/ [ G / (1 - 2M) + G]# 

1. 3  浓度场方程
污染物在非饱和带内运移的一维数学模型(忽略化学反应项)

  5( HC)
5t

=
5
5x

HD
5C
5x

-
5( qC)
5x

, ( 24)

其中   H= nS# 

由此可以得出污染物在非饱和带内运移的流固耦合的数学模型

( Ñ)  

k
LC
¨2

p = ( A+ nBA)
5p
5 t

, ( a)

q = -
Kk rf

LCnS
grad( p ) , ( b)

5( HC)
5 t

=
5
5x

HD 5C
5x

-
5( qC)
5x

# ( c)

1. 4  定解条件的确定

考虑如下非饱和带内流体流动问题,其边界条件及初始条件如下:

1) 渗流场的方程的初始边界条件

¹ p ( x , 0) = p 0; ( 25)

º p ( h, t ) = 0,
5p
5x x = 0

= 0# ( 26)

2) 浓度场的方程的初始边界条件

¹初始条件

  C( x , 0) = Ci , ( 27)

º Dirichlet边界条件

  5C
5x x = ]

= 0, ( 28)
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»Neumann边界条件

  - D
5C
5 t

+ MC | x = 0 = MC0# ( 29)

2  数学模型的解析求解

数学模型( Ñ)的求解过程是通过式( a)求解得 p ,然后将其传递到式( b) ,求得 q , 最后将

q 代入式( c) ,求得浓度 C 的分布# 

式( a)属于二阶非线性偏微分方程,本文采用摄动法进行求解[ 14] ,具体求解过程如下:

对式( a)作如下变化, Ac = A+ nB, Bc = n(1- S) , 则式( a)变为

  k
LC
¨2

p = Ac +
Bc
p

5p
5t

, ( 30)

其中 Bc/ p 一项表示为气相作用# 

设小参数 X = n(1- S ) ,所以问题式( 30)可转化为

  k
LC
¨2

p = Ac +
X
p

5p
5t

, ( 31)

由此可得由式( 31)、( 25)和( 26)组成正则摄动问题# 

当小参数 X= 0时可以退化为一维抛物线方程的初_边值问题可以唯一求解,对 p 可作如

下展开式

  p = p 1 + Xp 2 + X
2
p 3 + ,# ( 32)

将式( 32)代入式( 31)和式( 25)、( 26) ,合并 X的同次幂项可得

X0   
¨2

p 1 = Ac
5p 1

5t
,

p 1( x , 0) = p 0, p 1( h, t ) = 0,
5p 1

5x x = 0
= 0;

( 33)

X1   
¨2

p 2 = Ac
5p 2

5t
+

1
p 1

5p 1

5 t
,

p 2( x , 0) = 0, p 2( h, t ) = 0,
5p 2

5x x = 0
= 0;

( 34)

X2   
¨2

p 3 = Ac
5p 3

5t
+

1
p 1

5p 2

5 t
-

p 2

p
2
1

5p 1

5 t
,

p 3( x , 0) = 0, p 3( h, t ) = 0,
5p 3

5x x = 0
= 0# 

( 35)

对于( 33)式采用分离变量法进行求解可得如下解答:

  p 1( x , t ) = p 0 6
]

m = 1
(- 1)

m- 1 2
Bmh

cos( Bmx )#exp -
B2m
Ac t , ( 36)

其中   Bm = P(2m - 1) / (2h)# 

对于式( 34)、( 35)均为非齐次定解问题,它们的定解条件相同, 只是非齐次项有差别, 其类

型完全相同,可以统一写为:
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¨2

p i = Ac
5p i

5 t
+ f ( x , t ) ,

p i ( x , 0) = 0, p i ( h, t ) = 0,
5pi

5x x = 0
= 0# 

( 37)

对于式( 37)采用积分变换法进行求解# 对应于式( 37)的特征问题为:

  

d2Cm

dx
2 + B2nCm = 0,

Cm ( h) = 0,
dCm

dx x = 1
= 0;

( 38)

满足式( 38)的特征函数为

  Cm = cosBmx , Bm =
2n - 1
2h

P; ( 39)

积分变换格式为

  pi ( Bm , t ) = QCm p i ( x , t )dx ; ( 40)

逆积分变换

  p i ( x , t ) = 6
]

m= 1

Cm ( Bm , t )

N ( Bm )
p i ( Bm , t ) , ( 41)

其中

  N ( Bm ) = Q
h

0
cos( Bmx )dx =

1
2

# ( 42)

将式( 37)两边同时乘以 Cm ,得

  Q
h

0
Cm

52p i

5x
2dx = Q

h

0
CmAc

5p i

5 t
dx + Q

h

0
Cm f i ( x , t )dx ; ( 43)

右端项化简为

  Q
h

0
CmAc

5pi

5t
dx = Ac

5 p i

5t
, Q

h

0
Cm f ( x , t ) dx = fi ( Bm , t ) ; ( 44)

左端项进行两次分布积分简化为

  Q
h

0
Cm

52p i

5x
2dx = Cm

5p i

5x
- pi

5Cm

5x

h

0
+ Q

h

0

52 Cm

5x
2 pi ( x , t ) =

    0 - B2mQ
h

0
Cm p i ( x , t )dx = - B2m pi# ( 45)

式( 37)的定解条件通过积分变换变为

  pi (0) = 0# ( 46)

将式( 44)、( 45)代入( 43)得定解问题

  
dp i

dt
+
B2m
Acpi = -

f i ( Bm , t )

Ac ,

p i (0) = 0# 
( 47)

满足式( 47)的解为

  pi ( Bm , t ) = -
exp(- tB2m / Ac)

Ac Q
h

0
fi ( Bm , t ) exp

B2m
Act dt =

    -
exp(- tB

2
m/ Ac)

Ac Q
t

0Q
h

0
cos( Bmx )#f i ( x , t ) exp

B2m
Ac t dx dt# ( 48)
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为了简化计算, 在此只进行 f 1( x , t ) 的计算

  f 1( x , t ) =
1
p 1

5p 1

5t
=

6
]

p = 1

(- 1)
p- 1

-
2Bp

Ah
cos( Bp x ) #exp -

B2p
Act

6
]

q= 1

(- 1)
q- 1 2

Bqh
cos( Bq x ) #exp -

B
2
q

Act

, ( 49)

所以

  p2( Bm , t ) =
exp(- tB2m / Ac)

( Ac)
2 Q

t

0Q
h

0
cos( Bmx ) @

       
6
]

p = 1
(- 1)

p- 1Bp cos( Bp x ) #exp -
B2p
Act

6
]

q= 1
(- 1)

q- 1 1
Bq

cos( Bq x ) #exp -
B2q
Act

exp
B2m
Ac t dx dt# ( 50)

将式( 50)代入式( 41)得

  p 2( x , t ) = 2 6
]

m= 1
Cm ( Bm , t ) p2( Bm , t ) = 2 6

]

m= 1
cos( Bmx ) #p 2( Bm , t )# ( 51)

将式( 51)、式( 36)代入式( 32)可得式( 30)的一阶渐近解

  p = p 1 + Ep 2,

  p ( x , t ) = p 0 6
]

m = 1
(- 1)

m- 1 2
Bmh

cos( Bmx ) #exp -
B
2
m

Act +

       2n(1- S )
( Ac)

2 6
]

m= 1

cos( Bmx )#exp -
B2m
Act Q

t

0Q
h

0
cos( Bmx ) @

       
6
]

p = 1
(- 1)

p- 1Bp cos( Bpx ) #exp -
B2p
Act

6
]

q= 1
(- 1)

q- 1 1
Bq

cos( Bqx )#exp -
B2q
Act

exp
B2m
Act dxdt# ( 52)

对于浓度场的数学模型由控制方程( 24)和定解条件( 27) ~ ( 29) , 通过 Laplace变换可以得到其

解析解

  
C - C i

C0 - C i
= 1-

1
2 erfc

B
2 A

(2 - A) + exp( B)#erfc
B

2 A
(2 + A) , ( 53)

其中   A=
vt
x

, B=
vx
D

, v =
q
H

# 

将式( 52)代入数学模型中( Ñ )的式( b)即可得到流速 q ,然后代入式( 53)可得污染物浓度

的分布 C # 

3  渐近解的理论分析及验证

为了验证上述所建立的流固耦合数学模型渐近解的正确性和实用性, 本文考虑一个 3 m

宽2 m深水平方向无限长的非饱和土层# 土层初始状态含有常浓度的污染物,边界为定压边

界# 其参数取值为[ 15] :岩土的弹性模量 316 GPa,泊松比013,孔隙率 01322,初始孔隙压力 0115
MPa,岩土骨架的体积压缩模量 61146 GPa,流体的体积压缩模量 11724 GPa,流体的相对渗透率

为2, 流体的绝对渗透率 2196 @ 10- 11 m2, 流体的粘性系数为 2 @ 10- 4 Pa#s1; 初始条件: C( x ,

0) = 1 mol/ m3
, p ( x , 0) = 0115 MPa;边界条件: C(0, t ) = 1 mol/ m3

, C ( ] , t ) = 0# 

利用本文考虑气相作用所推导出的污染物在非饱和带中运移模型的渐近解,与未耦合气
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相作用以及Faust模型进行对比计算# 计算结果如图 1~ 4所示# 

图 1  不同时间内耦合与非耦合气相       图 2  不同时间内耦合与非耦合气相

孔隙压力的水平分布 孔隙水流速的水平分布曲线

图 3 本文模型解与非耦合气相污染       图 4 耦合与非耦合气相孔隙压力

物的浓度与 Faust模型对比 随时间变化的水平分布曲线

4  结   论

从以上的理论计算和模型对比分析,可以得出如下结论:

1) 考虑流体的压缩性与固体变形耦合作用的前提条件下,建立了污染物在非饱和带内运

移的耦合数学模型, 并采用了摄动法及积分变换法对流固耦合非线性方程进行解析求解# 

2) 从不同时间内孔隙压力分布、孔隙水流速分布曲线图 1、图 2可以看出,耦合气相的孔

隙压力与流速计算数值小于非耦合气相的作用时的计算数值,且随着时间和距离的增长,其相

对差值逐渐增大,从而进一步说明:在非饱和带水气流动过程中,气体被压缩压力增大,增加了

水的流动阻力, 对水流产生阻滞作用,降低了水的渗透率,导致水流速降低,这与前面的理论分

析是相一致的# 因此,在预报预测污染物浓度时必须考虑气相在耦合模型中的作用# 

3) 用本文所推得拟解析解的计算结果与 Faust模型利用有限元方法所得结果以及未耦合

气相作用时计算结果进行对比,如图 3所示# 从图中可以看出, 本模型渐近解的计算结果与

Faust方法的计算结果的规律性是一致的,且计算精度略高于 Faust方法和未耦合气相所得到
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的解析解# 原因由于多孔介质中水气运移时气体被压缩,流速受阻滞作用而降低(图 2) , 从而

导致其迁移的浓度变化减慢# 

4) 从不同时间内孔隙压力计算结果可看出, 考虑耦合作用时孔隙压力小于非耦合作用的

孔隙压力, 原因是由于孔隙压力降低导致岩土被压密, 渗透率降低, 且相对差别随时间的延长

愈加明显,反映了气相在耦合过程中的重要性# 

5) 考虑气体的作用条件下污染物运移耦合问题,能够真实反映污染物迁移的实际过程及

其物理本质,可为准确预报预测污染物的运移和实验室确定压力_饱和度_渗透率三者之间的

关系提供可靠的理论依据# 

总之,通过上述理论分析和渐近解的求解可以看出,本模型与Faust模型相对比,其变化规

律是相一致的, 表明该模型的拟解析解的正确性和可靠性# 因此,在研究污染物在非饱和带运

移问题时,考虑气相作用的影响下建立耦合的数学模型是很有必要的# 
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Abstract: The process of contaminant transport is a problem of multicomponent and multiphase flow

in unsaturated zone. Under the presupposition that gas existence affects water transport, a coupled

mathematical model of contaminant transport in unsaturated zone has been established based on fluid_

solid interaction mechanics theory. The asymptotical solutions to the nonlinear coupling mathematical

model were accomplished by the perturbation and integral transformation method. The distribution

law of pore pressure, pore water velocity and contaminant concentration in unsaturated zone has been

presented under the conditions of with coupling and without coupling gas phase. An example problem

was used to provide a quantitative verification and validation of the model. The asymptotical solution

was compared with Faust model solution. The comparison results show reasonable agreement be-

tween asymptotical solution and Faust solution, and the gas effect and media deformation has a large

impact on the contaminant transport. The theoretical basis is provided for forecasting contaminant

transport and the determination of the relationship among pressure _saturation_permeability in labora-

tory.

Key words: contaminant transport; unsaturated zone; numerical model; fluid_solid coupling interac-

tion; asymptotical solution
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