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摘要:  利用质量守恒条件、解的时空相似性、Mellin 变换以及 Fox函数理论, 给出 n 维空间中( n =

1, 2, 3) 瞬时点源分数阶超常扩散浓度分布的 Fox函数表示及解析表达式,并讨论其渐近性质# 
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引   言

近来年,分数阶微积分的理论和应用日益受到人们的关注, 特别是利用分数阶微积分可建

立一类超常扩散模型# 将经典的扩散方程中的对时间的一阶导数代之以 A(0 < A [ 1) 阶分

数阶导数而得到的积分微分方程称为分数阶超常扩散方程# 再加上定解条件构成了超常扩散

模型# 分数阶超常扩散模型可用来描述某些不纯介质中的扩散、生物组织中的扩散以及分形

介质中的扩散问题[ 1~ 5]# 文[ 6~ 10]研究了一些含分数阶导数的微分方程的求解问题,但涉及

的超常扩散模型的物理背景是不明显的# 

本文在瞬时点源分数阶超常扩散质量守恒的物理背景下, 用相似变量的方法和 Fox 函数

求出浓度分布, 从而得到分数阶超常扩散方程的基本解# 

1  分数阶超常扩散模型及其相似性解

设在某种无界的静止介质中, t = 0时刻引入一确定质量M 的点源,并由于介质的某种特

殊性而使浓度分布满足分数阶超常扩散方程及其相应定解条件:

  5Kc
5 tK

= D
K 52 c

5r 2
+

n - 1
r

5 c
5 r   (0 < K [ 1, r > 0) , ( 1)

  t = 0时, c( r , t ) = 0   ( r > 0) , ( 2)

  r y ] 时, c( r, t ) y 0   ( t > 0) , ( 3)

  Q
]

0
Xnr

n- 1
cdr = M , ( 4)

其中 c = c( r, t ) 为浓度, D为常数, Xn = 2Pn/ 2
/ #( n/ 2) , n = 1, 2和3分别对应于一维,二维和
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三维的情形,表达式

  5Kc
5 tK

=
5
5 t [ U1- K( t ) * c( r, t ) ] =

5
5 t Q

t

0

( t - S)- K

#( 1- K)
c( r , S) dS ( 5)

中的算子 5K/ 5 tK为 Riemann_Liouville型 K阶微分算子, UK( t ) = t
K- 1
+ / # ( K) 为 Dc(R+ ) 中的广

义函数# 符号* 表示卷积, #( #)为 Gamma函数# 

由广义函数卷积的微分性质知

  5Kc
5 tK

= U- K( t )* c( r , t )# ( 6)

故方程( 1)可写为

  Q
t

0

( t - S) - K- 1

#(- K)
c( r , S)dS= D

K 52 c
5r 2

+
n - 1
r

5 c
5r # ( 7)

对于问题( 1) ~ ( 4) ,我们寻求如下的时空相似性解

  c( r , t ) = M( Dt)
- nK/ 2

f ( r
2
( Dt)

- K
) , ( 8)

其中 f 为某一待定的一元函数, M 为总质量,相似变量为

  N= r
2
(Dt)

- K# ( 9)

于是,方程( 7)右边可化为

  D
K 52

c

5 r2
+

n - 1
r

5 c
5r = 2MD

K
( Dt)

- nK/ 2- K
[ 2Nf d( N) + nf c( N) ] , ( 10)

在( 7)的左边作代换 Z = r
2
(DS)

- K
, 可得到

  Q
t

0

( t - S)
- K- 1

#(- K)
c( r , S)dS= MD

K
r
- n- 2N1+ 1/ KQ

]

0
f ( Z ) Z

n/ 2- 1/ K- 1
g ( N/ Z) dZ , ( 11)

其中

  g(w ) =
(1- w

1/ K
)
- K- 1

/ [ K#(- K) ]   (0 < w < 1) ,

0   ( w > 1)
( 12)

为广义函数,由( 7) , ( 10)和( 11) ,方程( 1)化为

  4Nf d( N) + 2nf c( N) = N
1/ K- n/ 2Q

]

0
f ( Z) Z

n/ 2- 1/ K- 1
g( N/ Z )dZ# ( 13)

利用相似变量( 9) ,定解条件( 2) , ( 3)和( 4)化为

  f ( ] ) = 0, ( 14)

  Q
]

0
Nn/ 2- 1

f ( N)dN= 2/ Xn# ( 15)

2  解的 Fox函数表示

在Mellin变换

  f̂ ( s ) = M F( N) , s = Q
]

0
f ( N) Ns- 1dN ( 16)

之下,问题( 13) ~ ( 15)化为如下的差分方程及初值:

  2(2s - n) ( s - 1) f̂ ( s - 1) = f̂ ( s ) ĝ (1/ K- n/ 2 + s ) , ( 17)

  f̂ ( n / 2) = 2/ Xn, ( 18)

其中 ĝ ( s ) = Q
1

0

1
K#(- K)

(1 - w
1/ K

)
- K- 1

w
s- 1dw# 作代换 w

1/ K
= u , 由广义函数的积分可得

  ĝ ( s ) =
#( Ks)

#( Ks - K)
# ( 19)
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将( 19)式代入方程( 17) ,可得

  2(2s - n) ( s - 1) f̂ ( s - 1) =
#(1- nK/ 2+ Ks)f̂ ( s)
#(1 - K- nK/ 2+ Ks)

# ( 20)

由( 18)及( 20)可得出

  f̂ ( s ) =
4s

(4P)
n/ 2

#( s )#(1 - n/ 2 + s )
#(1 - nK/ 2 + Ks) # ( 21)

设

  ĥ( s ) =
#( s )#( 1- n/ 2+ s)
#(1- nK/ 2+ Ks )

, ( 22)

则 h ( z ) 可用Fox函数表示为

  h( z ) = H
20
12 z |

(1- nK/ 2, K)
(0, 1) , ( 1- n/ 2, 1) , ( 23)

这里 Fox 函数(或称 H 函数)H
mn
pq z |

( a
1
, A

1
) , ,, ( a

n
, A

n
) , ,, ( a

p
, A

p
)

( b
1
,B

1
) , ,, ( b

m
, B

m
) , ,, ( b

q
, B

q
) (简记为 H

mn
pq ( z ) ) 可由其 Mellin

变换来定义[ 6] , [ 8] , [ 11, 12]

  Ĥ
mn
pq ( s ) = M H

mn
pq ( z ) , s =

A ( s) B ( s)
C ( s) D( s )

, ( 24)

其中

  

A ( s) = F
m

j= 1
#( bj + Bjs ) ; B ( s) = F

n

j= 1
#(1 - aj - Ajs ) ;

C( s) = F
q

j= m+ 1
# (1- bj - Bjs ) ; D( s) = F

p

j= n+ 1
#( aj + Ajs )# 

( 25)

整数 m, n, p , q满足0 [ n [ p , 1 [ m [ q ,参数 Aj ( j = 1, ,, p ) , Bj ( j = 1, ,, q) 为正数, (25)

式中空积规定为 1, 并且 A ( s) 的极点集合与 B ( s) 的极点集合互不相交# 在参数满足条件

  L= 6
q

j= 1
Bj - 6

p

j= 1
Aj > 0 ( 26)

时,可以证明H
mn
pq 除 z = 0以外是解析的,并有如下的级数表达式

  H
mn
pq ( z ) = - 6

s I p ( A)

Res
A (- s )B (- s)
C (- s )D (- s )

z
s
, ( 27)

其中 P(A ) 表示 A (- s ) 的极点构成的集合# 

当 n = 0, q = m 时, Fox 函数有如下的渐近公式[ 6] , [ 12]

  H
m0
pq ( z ) ~ Kz

(1- A) / Lexp(- LB1/ Lz 1/ L) , | z | y ] , ( 28)

此处

  K = (2P)
(m- p- 1) / 2

L
- 1/ 2

B
( 1- A) / L F

p

k= 1
A
1/ 2- a

kk F
m

k= 1
B
b
k
- 1/ 2

k , ( 29)

  A= 6
p

k= 1
ak - 6

q

k= 1
bk +

1
2
( q - p + 1) , ( 30)

  B= F
p

k= 1

AAkk F
q

k= 1

B- B
kk , ( 31)

公式( 28)在包含在扇形 | argz | < PL/ 2中的任一闭子扇形上(顶点在 z = 0) 一致成立# 

由Mellin变换公式 M h( z / c) , s = c
s
ĥ ( s) , ( c > 0) 以及( 21) , ( 22)式,我们有

  f ( N) =
1

(4P) n/ 2h( N/ 4) =
1

(4P) n/ 2H
20
12 N/ 4 |

(1- nK/ 2, K)
(0, 1) , (1- n/ 2, 1) , ( 32)

代入( 8)式中,得到浓度分布的 Fox 函数表示式
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  c( r , t ) =
M

(4P)
n/ 2 (Dt)

- nK/ 2
H

20
12

r
2

4( Dt)
K

(1- nK/ 2, K)

(0, 1) , ( 1- n/ 2, 1)
# ( 33)

3  浓度分布的级数表达式

在( 23)式的 Fox 函数中, L= 2- K> 0,满足条件(26) ,下面我们分别对 n 的不同值,展开

Fox函数( 23) ,从而给出浓度分布的级数表达式# 

( � ) n = 1或 3时, 在Fox函数( 23)中,

  
A (- s ) = #(- s) #(1- n/ 2- s) , B(- s ) = 1,

C(- s) = 1, D (- s ) = #(1- nK/ 2- Ks)# 
( 34)

  P(A ) = s | s = k, k = 0, 1, 2, , G s | s = k + 1 - n/ 2, k = 0, 1, 2, , # 

( 35)

容易看到 A (- s ) 的每一个极点都是单极点,由公式( 27) ,

  H
20
12 z |

(1- nK/ 2, K)
(0, 1) , (1- n/ 2, 1) =

    - 6
]

k= 0
Res
s = k

# (- s )#(1 - n/ 2 - s )
#(1 - nK/ 2 - Ks)

z
s
+

    Res
s= k+ 1- n/ 2

#(- s )#(1 - n / 2- s)
#(1 - nK/ 2 - Ks )

z
s

, ( 36)

计算出留数,可得

  H
20
12 z |

(1- nK/ 2, K)
(0, 1) , (1- n/ 2, 1) =

    6
]

k= 0

(- 1) k

k !
# (1- n/ 2- k)
#(1- nK/ 2- kK)

z
k
+
#( n / 2- 1- k )
#(1 - K- Kk )

z
k+ 1- n/ 2

, ( 37)

将( 37)式代入( 33) ,得浓度分布的级数表达式为

  c( r , t ) =
M

[ 4P( Dt)
K
]
n/ 2 6

]

k= 0

(- 1) k

k !
#(1 - n / 2- k )
#(1- nK/ 2- kK)

r
2

4( Dt)
K

k

+

    #( n/ 2 - 1 - k )
#(1- K- Kk )

r
2

4( Dt)
K

k+ 1- n/ 2

# ( 38)

( � ) n = 2时,在 Fox 函数( 23)中,

  
A (- s ) = #(- s) #(- s ) , B (- s ) = 1,

C(- s) = 1, D (- s ) = #(1- K- Ks )# 
( 39)

  P(A ) = s | s = k, k = 0, 1, 2, , # ( 40)

容易看出, A (- s ) 的每一个极点都是二阶极点,应用公式( 27) ,得

  H
20
12 z |

(1- K, K)
(0, 1) , (0, 1) = - 6

]

k= 0
Res
s = k

# (- s )#(- s)
#(1- K- Ks )

z
s

, ( 41)

这里

  Res
s= k

#(- s) #(- s )
# (1- K- Ks )

z
s

= lim
sy k

d
ds

( s - k )
2 #(- s) #(- s )
# (1- K- Ks )

z
s # ( 42)

经过冗长的计算过程,最后可得到

  Res
s= k

#(- s) #(- s )
# (1- K- Ks )

z
s

=
lnz + K7 (1- K- Kk ) - 2 7 (1+ k )

( k! )
2# (1- K- Kk )

z
k
, ( 43)

其中 7 ( z ) = d( ln #( z ) ) / dz 为Psi函数,由( 33) , (41) 和(43) , 可得 n = 2时的浓度分布的级数

表达式
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  c( r , t ) =
M

4P( Dt)
K6

]

k= 0

2 7 (1 + k ) - K7 (1 - K- Kk) - ln r
2

4(Dt )
K

( k !)
2#(1 - K- Kk)

r
2

4(Dt)
K

k

# 

( 44)

4  渐近性态及结果讨论

( � ) 当 K= 1时, 利用 Fox 函数的性质[ 12] , ( 23)式可简化为

  H
20
12 z |

(1- n/ 2, 1)
(0, 1) , (1- n/ 2, 1) = H

10
01( z | (0, 1) ) = exp(- z ) , ( 45)

因而浓度分布表示式( 33)成为(也可从解析表达式( 38) , ( 44)得到) :

  c( r , t ) =
M

(4PDt)
n/ 2exp -

r
2

4Dt
# ( 46)

从而得到了经典的瞬时点源扩散模型的解# 因此,经典的扩散模型是分数阶超常扩散模型的

一个特例# K越接近于 1时, 扩散越接近于经典的扩散模型# 

( � ) 利用( 33) , ( 28) ~ ( 31)可得如下的渐近性态( n = 1, 2或 3) :

t y 0( r > 0) 或 r y ] ( t > 0) 时

  c( r , t ) ~
MK

( (4P(Dt)
K
)
n/ 2

r
2

4(Dt)
K

(1- A) / L

exp - LB1/ L
r
2

4( Dt)
K

1/ L

, ( 47)

其中 L= 2 - K, A= n( 1- K) / 2+ 1, B= KK, K = L- 1/ 2Bn( K- 1) / ( 2L) K( nK- 1) / 2# 

当 K= 1时,浓度分布(46) 为初等函数, 是人们熟知的解; 对于 0 < K< 1,利用(38) 和

(44) ,分别对不同的 n , 我们又可得到

  n = 1: t y ] ( r > 0) 时, c( r , t ) ~
M

2D
K/ 2
#(1 - K/ 2)

t
- K/ 2

, ( 48)

     r y+ 0( t > 0) 时, c( r , t ) ~
M

2( Dt)
K/ 2
# (1- K/ 2)

, ( 49)

  n = 2: t y ] ( r > 0) 时, c( r , t ) ~
MK

4PD
K
#(1 - K)

ln t

t
K , ( 50)

     r y+ 0( t > 0) 时, c( r , t ) ~
M

2P(Dt)
K
#(1- K)

# ln(1/ r ) , ( 51)

  n = 3: t y ] ( r > 0) 时, c( r , t ) ~
M

4PD
K
#(1 - K) r

# t
- K

, ( 52)

     r y+ 0( t > 0) 时, c( r , t ) ~
M

4P#(1 - K) ( Dt)
K# r

- 1# ( 53)

( �) 当 n > 3时, (33) 式仍然是相应的瞬时点源分数阶超常扩散定解问题(1) ~ (4)的解# 

当 n为奇数时,解的解析表达式仍是(38) 式; 当为 n偶数时, 应用公式(27) ,在解的级数展开式

中要计算二阶极点处的留数,可类似于 n = 2时的情形导出结果# 此外,本文得到的结果在M

= 1时可作为分数阶超常扩散方程的基本解, 从而有较大的理论意义和实用价值# 
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The Concentration Distribution of Fractional

Anomalous Diffusion Caused by an

Instantaneous Point Source

DUAN Jun_sheng1,  XU Ming_yu2

( 1. Depa rtm ent of Ba sic Scien ces , T ian jin Un iver sity of Comm erce ,

T ianjin 300134, P . R . China ;

2. In stitute of Ma them atics and Sy stemat ical Sci ence ,

Shan don g Un iver sity , Jinan 250100, P . R . Chin a )

Abstract: The Fox function expression and the analytic expression for the concentration distribution

of fractional anomalous diffusion caused by an instantaneous point source in n _dimensional space( n

= 1, 2 or 3) are derived by means of the condition of mass conservation, the time_space similarity of

the solution, Mellin transform and the properties of the Fox function. And the asymptotic behaviors for

the solutions are also given.

Key words: instantaneous point source; anomalous diffusion; fractional calculus; Fox function;

Mellin transform
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