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流体运动稳定性方程组椭圆
特性的分析与应用
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摘要:  利用抛物化稳定方程( PSE)特征分析得知, 原始扰动量的线性和非线性 PSE 整体来说为抛

物型# 利用 PSE 的次特征分析证明,对速度 U, 在亚音速和跨音速区, 线性 PSE分别为椭圆型和双

曲 _抛物型; 对速度 U+ u, 在亚音速和跨音速区, 非线性PSE 分别为椭圆型和双曲_抛物型(其中,

U和u分别为主流方向的扰动和未扰流速度分量)# 结论表明, 流体运动稳定性方程组的/抛物化0

简化 , 仅把信息的对流扩散传播抛物化, 而保留了信息的对流扰动传播特性, PSE 实质上是扩散

抛物化稳定性方程组# 根据特征次特征理论提出了消除 PSE剩余椭圆特性的方法, 所得结论对线

性 PSE 已有结论一致, 并给出了 Mach 数的影响# 同时,进一步给出了消除非线性PSE 的剩余椭圆

特性的方法# 
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引   言
流体运动抛物化稳定性方程组( PSE)是由Herbert等人在 1987年提出的[ 1] , 已成为流体运

动稳定性计算和理论研究的一个重要手段# 流场计算分析表明, 抛物化稳定性方程组并非完

全抛物化,存在剩余的椭圆特性[ 2~ 5]# 由于PSE存在剩余的椭圆特性,直接求解 PSE不仅耗费

计算机时,甚至使得空间步长推进无法进行, 不能得到适定解# Haj_Hariri详细研究了 PSE的

数学性质
[ 4]

,分析了 PSE的椭圆特性, 提出了消除 PSE 的椭圆特性的方法# Haj_Hariri 等人将

PSE 中的每一个物理量分解成快变波状分量和慢变形状函数,利用待定系数法阐明了椭圆特

性的来源,从而,从声源和粘性源两个方面来消除其椭圆特性# 这样得到的 PSE可用高效、经

济的推进方法求解# 本文根据文献[ 2~ 5]研究流体力学层次结构方程组的特征和次特征方

法,研究了 PSE的特征次特征和消除 PSE的剩余椭圆特性的问题# 数学特征、次特征分析表

明, PSE并非真正抛物化,扩散抛物化稳定性方程组( DPSE)的称呼才能真正反映它的数学物理

特征# DPSE的好处是: 对流体运动稳定性问题的描述合理, DPSE的空间推进计算与流动稳定

性方程组时间相关计算相比可大大节省 CPU时间和内存,且 DPSE 计算中勿需规定扰动量的
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出流边界条件,这是一个实质性的简化# 因此, 本文进一步利用特征和次特征方法,研究 PSE

的数学性质和消除 PSE的剩余椭圆特性的问题,对线性 PSE消除剩余椭圆特性所得结论和文

[ 4]一致,且给出了 PSE 的次特征与Mach数的关系,并进一步讨论非线性 PSE的椭圆特性,给

出了消除 PSE的剩余椭圆特性的办法# 

1  线性及非线性抛物化稳定性方程组( PSE)

本文考虑二维可压缩流体力学基本方程组[ 2]
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  p = QT# ( 1e)

对平板边界层, 设基本流为

  ( U( x , y , t ) , 0, T ( x , y , t ) , �Q( x , y , t ) ) ,

且满足流体力学基本方程组( 1a) ~ ( 1e)# 由于小扰动的基本思想是流动中迭加一个适应于流

体力学基本方程组的微小扰动,所以流场中的运动参数可用基本流参数和扰动参数相迭加来

表示# 在直角坐标系中, 速度、温度和密度可分别表示为

  �U = U+ u, �V = v , �T = T + H, �Q= �Q+ Q, ( 2)

其中, ( u , v , H, Q) 为小扰动的速度、温度和密度# 

利用状态方程( 1e)消去方程组( 1a) ~ ( 1d)中的压强 p , 并将式( 2)代入方程组( 1a) ~

( 1d) ,即可得到如下二维可压缩稳定性方程组
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其中 U, u, v用Ue归一化; x , y 用L归一化; T , H和Cp用气体常数R 归一化; Q和L分别用Qe和

Le归一化# Reynold数 Re = QeU eL / Le# F1, F2, F3和 F4表示方程组中5/ 5x 和5/ 5y 的项之

外的所有其它项# 下文中, F1, F2, F 3和 F4的意义与此相同,不再另加说明(参见[ 6~ 9] )# 

忽略方程组( 3a) ~ ( 3d) )中方向的粘性项, 即可得到非线性扩散抛物化稳定性方程
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进一步,假设扰动非常小,即就是说, u n U, v n V, p n P 且Hn T # 从而,可以得到如下线

性扩散抛物化稳定性方程
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通过下文的特征次特征分析可以知道, 方程组( 4a) ~ ( 4d)和( 5a) ~ ( 5d)为抛物型方程组, 且在

亚声速区保留了剩余椭圆特性# 因此, 可称方程组( 4a) ~ ( 4d)和( 5a) ~ ( 5d) 为扩散抛物化稳

定性方程(DPSE)# 

2  线性 PSE的特征和次特征

根据文献[ 1]的理论分析,流场存在两种信息传播方式, 一种是信息的对流扩散传播, 另

一种是信息的对流扰动传播# 前一种由流体力学基本方程组的特征确定, 后一种由流体力学

基本方程组去掉粘性项得到的方程组的特征确定# 下面根据文献[ 2]研究流体力学层次结构

方程组的特征和次特征理论, 研究线性 PSE的特征次特征和消除 PSE剩余椭圆特性的问题# 

为了定性分析线性 PSE的特征, 记
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这时,线性扩散抛物化稳定性方程( 5a) ~ ( 5d)可以表示为关于 Z = ( Q, u , U
( y )

, v , V
(y )

, H,

H(y )
) 的一阶拟线性偏微分方程组

  A
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+ B
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= F , ( 7)

其中, Z 和F 为7阶向量, A和B均为 7 @ 7阶矩阵# 拟线性偏微分方程组( 7)的特征方程为
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  det( R1 aij + R2 bij ) = 0, ( 8)

其中
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特征根为

  R4
1 = 0, R3

2 = 0# ( 9)

所有特征根为零,表明抛物化稳定性方程组( 5a) ~ ( 5d)为抛物型的# 通过类似的运算,可以求

得二维可压缩稳定性方程组( 3a) ~ ( 3d)的特征根为

  R3
1 = 0, K4 =

v
U+ u

, K5, 6 = ? i, K7, 8 = ? i, K9, 10 = ? i, ( 10)

其中 K= - R1/ R2# R3
1 = 0的三重零特征相应于二维可压缩稳定性方程组( 5a) ~ ( 5d) 中主部

为, 5u /5x , 5v /5x 和 5H/5x 的三个方程,它们与方程组中其它七个方程的主部无关;其它七个

特征根除一个为实根外其余六个均为虚根,因此二维可压缩稳定性方程组( 3a) ~ ( 3d)为椭圆

型# 

下面将通过次特征与 Mach数的关系,说明线性扩散抛物化稳定性方程组( 5a) ~ ( 5d)在亚

声速区域,保留了部分椭圆性质# 去掉线性抛物化稳定性方程组( 5a) ( 5d)的所有粘性项, 即可

得到线性扩散抛物化稳定性方程组( 5a) ~ ( 5d)的次特征稳定性方程组
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记 Z = ( Q, u, v, V
(y )

, H) , 则可以将上述次特征稳定性方程组化为如下一阶拟线性偏微分方

程组
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次特征方程为
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2
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其中 TCp / ( Cp - 1) = a
2
, a为声速# 由次特征方程( 13)得到次特征根为

  R2
1 = 0, K3, 4 = ? 1

M
2
U - 1

, ( 14)

其中 K= - R1/ R2, MU = U/ a为未扰流方向的Mach数# 显然,次特征与Mach数有关# 若 MU

> 1,则次特征为实根,说明线性 PSE为双曲 _抛物型;若 MU < 1, 则次特征为复根,说明线性

PSE 存在剩余椭圆特性# 显然,剩余椭圆性不是由粘性耗散项引起的# 我们将在第 4节讨论

消除线性 PSE的剩余椭圆特性的方法# 

3  非线性 PSE的特征和次特征

下面分析非线性 PSE 的特征次特征, 进而分析线性 PSE和非线性 PSE的次特征的差别,

讨论非线性PSE的次特征和Mach数的关系# 记

  Z = ( Q, u , U
( y )

, v , V
(y )

, H, H
( y )

)# ( 15)

将非线性抛物化稳定性方程组( 4a) ~ ( 4d)化为一阶拟线性偏微分方程组
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其特征方程为
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特征根为

  K1 =
V

U+ u
, R3
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2 = 0# ( 18)

所有特征根均为实根,表明非线性扩散抛物化稳定性方程组( 4a) ~ ( 4d)整体来说是双曲- 抛

物型# 下面通过次特征与 Mach数的关系,说明非线性扩散抛物化稳定性方程组( 4a) ~ ( 4d)实

质上在亚声速区域, 保留了部分椭圆性质# 

去掉非线性扩散抛物化稳定性方程组( 4a) ~ ( 4d)的全部粘性项, 即可得到非线性 PSE的

次特征稳定性方程组
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+
T + H
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+
H
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5 y

+
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5H
5x
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将上述次特征稳定性方程组表示为关于 Z = ( Q, u, v, H) 的一阶拟线性偏微分方程组

  A
5Z
5x

+ B
5Z
5y

= F# ( 20)

其次特征方程为

  det( R1 aij + R2 bij ) = ( Q+ �Q) [- ( u + U) R1 + vR2]
2
( Cp - 1) @

           [ ( u + U)
2
- a

2
] K2
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2

= 0, ( 21)
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其中 K= - R1/ R2, a
2 µ a

c2
= ( T + H) Cp / ( Cp - 1) , ac为声速# 根据次特征方程( 21) , 可以得

到如下四个次特征根

  K1, 2 =
v

u + U
, K3, 4 =

MvMu+ U ? M
2
vM

2
u+ U + M

2
u+ U - 1

M
2
u+ U - 1

, ( 22)

其中 M v = v/ a为法向Mach数, Mu+ U = ( u + U) / a 为流向Mach数# 从特征根 K3, 4可以看

出,非线性 PSE的次特征与Mach数 Mu+ U 有关# 若 Mu+ U > 1,次特征根为实数,从而非线性

PSE为抛物型的;若Mu+ U < 1, 次特征根为复数, 从而非线性 PSE为椭圆型的# 下面将讨论消

除非线性 PSE的剩余椭圆特性的方法# 

4  特征次特征理论在消除 PSE椭圆特性中的应用

由第 2节和第 3节的分析,可以根据特征和次特征理论来消除 PSE的剩余椭圆特性# 对

线性 PSE,其次特征与Mach数MU有关# 若M U> 1,则次特征为实根,说明线性PSE的次特征

方程组为完全双曲 _抛物型# 若 M U < 1,则次特征为复根,说明线性 PSE保留了(剩余) 椭圆

特性# 显然,椭圆性不是由粘性耗散项引起的# 由特征次特征理论知,若去掉方程( 5a) 中扰

动速度 u在主流方向的偏导数�Q5 u/ 5x (或者去掉方程( 5b) 中( T / ( Q+ �Q) ) (5Q/5x ) ,或者去掉

方程( 5c) 中( T / ( Q+ �Q) ) (5Q/5y ) , 即可消除线性 PSE的剩余椭圆特性# 事实上,线性 PSE经

上述运算后次特征根简化为

  R2
1 = 0, R2

2 = 0, ( 23)

次特征根均为零根, 表明线性 PSE为抛物型# 因此,线性 PSE已经完全抛物化,所得结论和文

献[ 4]的结论一致# 

利用特征次特征方法,也可以进一步消除非线性 PSE 的剩余椭圆特性# 非线性 PSE 的次

特征与扰动流的Mach数 Mu+ U 有关# 若Mu+ U > 1,则次特征为实根,说明PSE的次特征方程

组为双曲 _抛物型# 若 Mu+ U < 1,则次特征为复根, 说明非线性 PSE为椭圆型的,非线性 PSE

保留了(剩余)椭圆性质# 显然,椭圆特性不是由粘性耗散项引起的# 去掉方程( 4a) 中速度 u

在主流方向的偏导数(�Q+ Q)5 u/ 5x , 即可消除非线性 PSE的剩余椭圆特性# 事实上, 非线性

PSE 经上述/去掉0运算后次特征根简化为

  

K1, 2 =
v

u + U
,

K3 =
( Cp - 1)

1/ 2
v - ( T + H) 1/ 2

C
1/ 2
p

( Cp - 1)
1/ 2

v
,

K4 =
( Cp - 1)

1/ 2
v + ( T + H) 1/ 2

C
1/ 2
p

( Cp - 1)
1/ 2

v
,

( 24)

次特征根均为实数, 表明非线性PSE为双曲- 抛物型# 因此,非线性 PSE已经完全抛物化# 

5  结   论

本文利用特征和次特征理论[ 2]分析了流体运动抛物化稳定性方程组( PSE) [ 2~ 5]的扩散抛

物化性质, 这与抛物化 N_S 方程的数学性质其实为扩散抛物化
[ 6~ 8]

的情况类似# 并提出消除

PSE的剩余椭圆特性的方法# 线性 PSE 和非线性 PSE经本文/去掉0运算后,已经完全抛物化# 

本文根据特征次特征理论提出了消除PSE剩余椭圆特性的方法,所得结论对线性PSE与文[ 4]
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一致, 但本文给出了Mach数的影响# 
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Analysis and Application of Ellipticity of

Stability Equations on Fluid Mechanics

LI Ming_jun,  GAO Zhi

( LHD , In stitut e of Mechan ics , Chinese Academy of Sci ences ,

Beijing 100080, P . R . China )

Abstract: By using characteristic analysis of the linear and nonlinear parabolic stability equations

( PSE) , PSE of primitive disturbance variables are prored to be parabolic in total. By using sub_char-

acteristic analysis of PSE, the linear PSE are proved to be elliptical and hyperbolic_parabolic, for ve-

locity U , in subsonic and supersonic: respectively U+ u in subsonic and supersonic, respectively. The

methods are gained that the remained ellipticity is removed from the PSE by characteristic and sub_

characteristic theories, the results for the linear PSE are consistent with the known results, and the in-

fluence of the Mach number is also given out. At the same time, the methods of removing the re-

mained ellipticity are further obtained from the nonlinear PSE.

Key words: compressible fluid; parabolic stability equations; characteristic; sub_characteristic
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