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摘要 :  基于 Kelvin 粘弹性材料本构模型及带运动方程,建立了运动带非线性动力学分析模型# 

基于该模型和Lie群分析方法推导了匀速运动及简谐运动带线性问题的解析解; 基于该非线性模

型的数值仿真讨论了运动带材料参数、带稳态运动速度、扰动速度对系统动态响应的影响# 结果

表明: 1) 当带匀速运动时,无论系统是线性还是非线性, 运动带横向振动/ 频率0都随着带运动稳

态速度增加而减小# 2) 随着材料粘性增加 ,系统耗散能力逐渐增强, 动态响应逐渐减小# 3) 当带

运动速度简谐波动时,系统动态响应随扰动速度增大而增大# 扰动频率对带横向振动影响较大# 

关  键  词:  运动带;  粘弹性;  Lie群;  动力响应

中图分类号:  TU501; TU5111. 32   文献标识码:  A

引   言

运动带是典型的轴向运动系统,该系统中常发生大振幅横向振动,驱动带产生时变张力而

出现大振幅的参数振动# Huang和 Fung 等研究了轴向运动弦三维振动响应及其动力稳定性[ 1]# 

Perkins和 Moto等给出了运动索非平凡极限环稳定的边界条件的解析表达式[ 2]# 

但这些对轴向运动系统的研究,都是基于材料线弹性假设下进行的# 由于轴向运动系统

通常由粘弹性金属或粘弹性聚合物材料构成,因此应引入粘弹性本构关系精确描述轴向运动

系统的材料性质# 同时很多工程设计也需要了解结构的粘弹性行为, 例如:磁带的蠕变, 导管

的振动、带锯的运动等# 粘弹性弦、粘弹性索和粘弹性带的动力学特征已引起了人们关注,

Fung 和Huang 等研究了运动粘弹性弦的瞬时运动[ 3, 4] , Zhang 和 Zu 讨论了运动带非线性参数

振动
[ 5]
, Li和 Yin研究了粘弹性索非线性动力响应

[ 6]
, Chen和 Zhang 等研究了粘弹性运动弦的

屈曲及混沌行为[ 7]# 但目前对粘弹性轴向运动系统的解析解及非线性动力响应的研究未见报

道# 

本文基于 Kelvin粘弹性材料本构模型及带运动方程, 建立轴向运动粘弹性带系统非线性

动力学模型# 推导此类轴向运动系统线性问题的解析解;研究材料参数、带运动速度等对此类

轴向运动系统非线性动力响应的影响# 
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2  控 制方 程

粘弹性轴向运动带物理模型如图1,仅考虑 y 方向上横向振动,忽略体力,得到运动带在 y

方向上的运动方程为

  T / A + R vxx + vxRx = Qd2v/ dt 2, ( 1)

其中, R为带在轴向方向的动应力, v为y 方向上的横向位移, A 为带横截面面积, Q为带单位体

积质量, T 为带初始张力, xt = dx / dt为带轴向运动速度, L 为带长度# 

图 1  粘弹性运动带物理模型

用 Kelvn粘弹性本构模型描述材料粘弹性性

质,线性粘弹性微分本构定律为

  R = EE+ GÛE, ( 2)

其中, E 为带材料的弹性模量, G为材料动力学粘

性, E为x 方向上的 Lagranian 应变分量, 与位移分

量的关系为

  E( x , t ) = 0. 5v2x ( x , t )# ( 3)

由方程( 1) , ( 2) , ( 3)得到弹性运动带一般非线性动力学方程为

  Qv tt + 2Qx tv xt + Qxttvx + Qx
2
t -

T
A

vxx =

    3
2
Ev

2
xvxx + G( xtv

2
xv xxx + 2x tv xv

2
xx + v

2
xvxx t + 2vxv xxvx t )# ( 4)

边界条件为

  v(0, t ) = v ( L , t ) = 0# 

方程( 4)及边界条件完全描述了粘弹性运动带的横向运动,当 G= 0时,就得到文献[ 2]描

述的弹性索面外横向振动的控制方程# 

定义如下无量纲参数

  V = v/ L , N= x / L, S = t T/ ( QAL2) ,

  Ee = EA/ T , Ev = G A/ ( QAL 2
) , c = c( S) = xt QA / T # 

方程( 4)及边界条件简化为如下无量纲形式

  VSS+ 2cVNS + cSVN+ ( c
2
- 1) VNN =

    1. 5Ee V
2
NVNN+ Ev( V

2
NVNNS+ 2VNVNNVNS + cV

2
NVNNN+ 2cVNV

2
NN) , ( 5)

  V(0, S) = V(1, S) = 0# ( 6)

2  线性问题的解析解

不计方程( 5)的非线性部分得如下线性方程

  VNN+ 2cVNS+ cVN+ ( c
2
- 1) VNN= 0# ( 7)

文献[ 5]指出,当带轴向运动速度 c( S) \ 1时出现分叉不稳定, 因此本文研究中始终假设

c( S) < 1# 

应用 Lie群分析方法,得到方程( 7)的等效算子[ 8, 9]

  Y = N1( N, S, V)
5
5N+ N2( N, S, V)

5
5S+ N3( N, S, V )

5
5 V + N4( N, S, V)

5
5 c, ( 8)

其中,无穷小量 N1 = aN+ h( S) , N2 = aS+ b , N3 = fV + dS+ e, N4 = dh / dS,这里 a , b, d, e,

f 为常数, h为 S的任意函数# 等效算子(8) 在( S, c) 空间上的投影为
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  P = N25/5S+ N45/ 5 c, ( 9)

将该投影算子( 9)用于 c = c( S) 得

  ( aS+ b )
5
5S+

dh
dS

5
5 c [ c - c( S) ] = 0, ( 10)

由方程( 10)得到分类关系

  c( S) = Q 1
aS+ b

dh
dS

dS# ( 11)

2. 1  常速度运动

当运动速度 c 为常数时,由分类关系(11) 得 h( S) 为常数, 这时无穷小量

  N1 = aN+ h ( S) , N2 = aS+ b , N3 = fV + dS+ e # 

因此常速度系统为有六个任选参数的Lie群变换# 选择 a = d = e = 0 ,其余参数为任意

常数,由变换群理论得方程( 7)的类解

  V( N, S) = CeaN+ BS
, ( 12)

其中, A, B为由参数 b, f 和h 确定, C 为由边界条件确定的任意常数# 

将边界条件( 6)代入( 12)得到方程( 7)的解为

  V( N, S) = C cos [ nP(1 - c
2
) S+ nPcN+ H] sinnPN, ( 13)

其中, C 和H由初始条件确定# 可见对常速运动带,振动频率随带运动速度增加而减小; 初始

相位与运动速度成的正比# 

2. 2  简谐速度运动
假设带运动速度为如下简谐函数时

  c( S) = c0+ c1sinXS# ( 14)

算子( 8)中无穷小量形式为

  N1 = aN+ ac1( Ssin XS+ cosXS/ X) + bc1sinXS+ k ,

  N2 = aS+ b, N3 = fV + dS+ e# 

选择参数 b , f 为任意常数,其余参数为 0, 得到方程( 7)的类解为

  V( N, S) = e
CS

C1exp
- C
1 + c0

N+
c1
X
cosXS + C2exp

C
1 - c0

N+
c1
X
cosXS ,

( 15)

其中 C= f / b , C 1和 C2由初始条件确定# 

将边界条件( 6)代入( 15)得到方程( 7)的解为

  V( N, S) = C cos[ nP(1 - c
2
0) S+ nPc0N+ H] sinnPN+

    
nPc1
X

cosXS cosnPNcos[ nP(1- c
2
0) S+ nPc0N+ H] -

    c0sinnPNsin[ nP(1 - c
2
0) S+ nPc0N+ H] , ( 16)

其中, C 和H由初始条件确定# 在解表达式( 16)中, 第一项为常速运动解,第二项为速度简谐

波动引起的解# 可见对以简谐速度运动的带,横向振动频率随速度的稳态部分增加而减小,与

波动部分无关# 但横向振动振幅随波动增加而增大,同时当速度波动频率很小时,振动幅可能

很大# 困此为避免带横向振幅过大,应保证带尽可能匀速运动# 

3  非线性问题的解

非线性方程( 5)不能得到其精确求解,令:
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  V( N, S) = 6
]

n= 1

f n ( S) <n ( N) , ( 17)

其中, <n ( N) = sin( nPN) 为满足边界条件( 6)的模态函数# 由方程( 5)和方程( 17)得

  &f m + 6
]

i= 1

( A
(1)
miÛf i + A

(2)
miÛf i ) + 6

]

n= 1
6

]

i= 1
6

]

j= 1

( B
(1)
mijk f i f j f k + B

(2)
mijk f i f j Ûf k ) = 0, ( 18)

其中,当 m = 1, 2, ,, 时,

  A
(1)
mi = 2NSbmi , A

(2)
mi = NSSbmi + ( N2S - 1) cmi ,

  B
(1)
mijk = - 0. 5Ee + 2NSEv dmijk - NSEvemijk ,

  B
(2)
mijk = - Ev ( dmijk + 2dmikj ) , bmi = Q

1

0
<m<

c
i dN,

  cmi = Q
1

0
<m<

d
idN, dmijk = Q

1

0
<M<

c
n<

c
i<

d
j dN, emnij = Q

1

0
<m<

c
n<

c
i<

d
j dN# 

取方程( 18)的前两阶近似得到如下二阶非线性微分方程组

  &f 1-
16
3
cÛf 2+ (1- c

2
)P2f 1-

8
3
cSf 2- EeP

4 3
4
f

3
1+ 6f 1f

2
2 +

    cEvP
4 224

15 f
2
1f 2 +

2816
105 f

3
2 - E vP

4 3
2 f

2
1Ûf 1+ 4f

2
2Ûf 1+ 8f 1f 2Ûf 2 = 0, ( 19)

  &f 2+ 16
3
cÛf 1+ 8

3
cSf 1+ 4(1- N2S) P

2
f 2- EeP

4 16f
2
1f 2+ 12f

3
2 +

    cEvP
4 16
15

f
3
1 +

3904
105

f 1f
2
2 - EvP

4 4f 2
1Ûf 1+ 24f 22Ûf 2+ 8f 1f 2Ûf 2 = 0# ( 20)

下面用四阶 Runge_Kutta 方法对方程( 19)、( 20)数值积分, 分析材料参数和带稳态速度和

扰动速度对带横向振动响应的影响# 

-- - Ev = 0, - _- Ev = 10, ) Ev = 50     - -- Ee = 10, - _- Ee = 100, ) Ee = 1000

图 2  粘性参数对动态响应的影响       图 3  弹性参数对动态响应的影响
( E e = 400, c0 = 0. 5)             ( Ev = 50, c0 = 0. 5)

) c = 0. 6, - - - c = 0. 3, - _- c = 0,

( a) 线性解析解 ( C = 0. 01, N= 0. 5, n = 1,H = 0) ; ( b) 非线性数值解 ( Ee = 400, E v = 10)

图 4 稳态速度对动态响应的影响

3. 1  材料参数的影响
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) c1 = 0. 03c0, - - - c1 = 0. 06c0 ,

- _- c1 = 0. 09c0,

图 5  扰动速度对动态响应的影响

( Ee = 400, Ev = 50, c0 = 0. 9, X = 0. 125)

图 2给出了粘性参数对系统动态响应的影

响,其中弹性参数 Ee = 400,运动速度 c = 0. 5为

常数 # 初始条件为: f 1(0) = 0. 01, Ûf 1(0) = 0,

f 2(0) = 0, Ûf 2(0) = 0# 可见,随着粘性 Ev 增大,

系统振幅减小, 耗散能力增强# 同时振动频率减

小# 

图 3给出了弹性参数对系统动态响应的影

响,其中粘性参数 E v = 50, 运动速度及初始条件

为同上# 可见,随着弹性 E e增大,系统振动频率

增加,振动幅值的变化很小# 
3. 2  带运动速度的影响

3. 2. 1  稳态速度的影响
图4( a)和图 4( b)分别给出了当带以不同速度匀速运动时系统线性动态响应和非线性动

态响应# 基于表达式( 13)的线性解析解中问题中的参数 C = 0. 01, N= 0. 5, n = 1, H= 0;基

于方程(19) 和(20) 的非线性数值解中弹性参数 Ee = 400, 粘性参数 E v = 10, 初始条件为:

f 1(0) = 0. 01, Ûf 1(0) = 0, f 2(0) = 0, Ûf 2(0) = 0# 可见非线性振动/频率0随带运动速度增加而

减小,与线性问题的分析解结果类似# 

3. 2. 2  扰动速度的影响

假设带运动速度为稳态速度与简谐变化速度的叠加,即:

  c( S) = c0+ c1sinXS, ( 21)

其中, c0为稳态速度, c1为扰动速度的振幅, X为扰动速度的频率# 因方程(19)和(20)中含有

速度平方项 c
2
和加速度 cS :

  c
2
= c

2
0+ 0. 5c

2
1+ 2c0 c1sinXS- 0. 5c

2
1cos2XS# 

因此在扰动速度频率 X和 2X处系统出现参数共振# 在参数不稳定区域内,主参数不稳定区

域最大# 下面分析主参数共振情况的动态响应, 图 5中给出了在主参数共振情况下扰动速度

对动态响应的影响, 其中弹性参数 Ee = 400,粘性参数 Ev = 50,稳态速度 c0 = 0. 9,扰动速度

频率为 X= P 1- c
2
0 ,初始条件为: f 1(0) = 0. 01, Ûf 1(0) = 0, f 2(0) = 0, Ûf 2(0) = 0# 可见,

当带运动速度扰动部分 c1 增大时, 系统振动振幅增加, 而振动频率几乎不随扰动速度的变化

而变化,这与线性解析解结果类似# 

4  结   论

本文基于Kelvin粘弹性微分本构定律, 建立了粘弹性轴向运动带非线性动力学模型# 给

出了该类轴向运动带系统线性问题的解析解;讨论了该类动力系统中材料参数、带运动速度等

对非线性动态响应的影响# 基于上述分析,得到如下结论:

1) 当带匀速运动时, 无论系统是线性还是非线性,运动带横向振动/频率0都随着带运动
稳态速度增加而减小# 

2) 随着材料粘性增加,系统耗散能力逐渐增强,动态响应逐渐减小# 

3) 当带运动速度简谐波动时, 系统动态响应随扰动速度增大而增大# 扰动频率对带横向

振动影响较大# 
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Dynamic Responses of Viscoelatic Axially Moving Belt

LI Ying_hui1,  GAO Qing1,  JIAN Kai_lin2,  YIN Xue_gang2

( 1. Depa rtm ent of Applied Mechanics and En gineer ing ,

Southwest J iaotong Univ er sity , Chen gdu 610031, P . R , China ;

2. Depar tment of En gin eer in g Mechanics , Chongqing Un iv er sity ,

Chongqin g 400044, P . R . China )

Abstract: Based on the Kelvin viscoelastic differential constitutive law and the motion equation of the

axially moving belt, the nonlinear dynamic model of the viscoelastic axial moving belt was established.

And then it was reduced to be a linear differential system which the analytical solutions with a con-

stant transport velocity and with a harmonically varying transport velocity were obtained by applying

Lie group transformations. According to the nonlinear dynamic model, the effects of material parame-

ters and the steady_state velocity and the perturbed axial velocity of the belt on the dynaic responses

of the belts were investigated by the research of digital simulation. The result shows: 1) The nonlinear

vibration frequency of the belt will become small when the velocity of the belt increases. 2) Increasing

the value of viscosity or decreasing the value of elasticity leads to a deceasing in vibration frequencies.

3) The most effects of the transverse amplitudes come from the frequency of the perturbed velocity

when the belt moves with harmonic velocity.

Key words: moving belt; viscoelasticity; Lie group; dynamic response
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