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摘要:  重建微态连续统理论和偶应力理论的动量和动量矩均衡定律以及能量守恒定律, 并由这

些定律自然地推导出相应的局部和非局部均衡方程# 这些结果可由耦合型微极连续统理论过渡

和归结而得到# 把推导出的结果和传统的质量和微惯性守恒定律以及熵不等式结合在一起就构

成微态连续统理论和偶应力理论的基本均衡定律和方程体系# 还弄清了以前的各种连续统理论

的不完整性层次# 最后,给出了几种特殊情形# 
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引   言

本文是前文[ 1]的直接延续# 在[ 1]中我们扩充了在[ 2]中提出的耦合型能量守恒定律的

结果,把传统的质量守恒定律、微惯性守恒定律、熵不等式和重新建立的动量均衡定律、角动量

均衡定律、能量守恒定律结合在一起构成微极连续统理论的较为完整的基本均衡定律体系,并

由此体系可以自然地推导出相应的局部和非局部均衡方程# 

本文的目的就是在这样较为完整的微极连续统理论的基本均衡定律和方程的基础上,通

过自然的过渡和归结来重新建立较为完整的微态连续统理论和偶应力理论的基本均衡定律和

方程体系# 

1964年 Eringen提出简单微流体理论, 其中首次提出微惯性守恒定律# 同年 Eringen 和

Suhubi[ 3, 4]建立起简单微弹性固体的非线性理论# 1966年 Eringen [ 5]正式把这类理论命名为微

态连续统力学# 这种连续统是由可以承受经典运动和变形的物质粒子的集合# 按着他在新近

出版的专著[ 6]中, 把微连续统进行了分类, 把微态、微伸缩、微极和经典连续统分别称为带有

可变形方向子的、只具有伸缩(无微应力)方向子的、具有刚性方向子的和不带方向子的连续

统# 
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在微态连续统理论中存在着与微极连续统理论类似的问题# 第一个问题就是动量均衡定

律和方程与经典连续统的相同# 这一明显的理论缺陷一直存在至今# 另一个明显的理论缺陷

就是从传统的能量守恒定律不能直接推导出运动方程,相反,还必须利用运动方程才能推导出

局部能量均衡方程# 有些学者曾采用不同方法力图证明传统的非耦合型的能量守恒定律的完

整性# 例如, Soosc [ 7]就是采用对动量方程点乘以速度 v i 和对角动量方程点乘以表征相对微角

速度的回转张量Mij , 并应用线性本构方程后得到带有微结构的热弹性物质的非耦合型的能量

守恒定律如下:

  d
dtQV

Q e +
1
2
Q( v iv i + iijMkiMkj ) dv =

    QA
( tijv j + tijkMjk ) nida +QV

Q(f ivi + l ijMij )dv, ( 1)

式中 e, Mij = - EijlMl , t ijk 和 lij 分别为内能密度,回转张量,应力矩张量和体力矩张量# 又例如,

微态连续统理论的创建者 Eringen 本人可能也觉得这确是个问题,遂于 1992年重新研究了该

理论并在[ 8]中从下列全局能量守恒定律

  d
dtQV

Q e +
1
2
Q( v iv i + iijMkiMkj ) dv =

    QA
( tijv j + tijkMjk + qi ) n ida + QV

Q(f ivi + l ijMij + h )dv ( 2)

出发, 根据上列定律在任意常值速度平移和角速度转动下服从不变性的要求, 经过麻烦的推

演,才给出下列传统的微态连续统理论的动量、角动量和能量均衡方程:

  tij, i + Q(f i - v
#
i ) = 0, ( 3)

  tijk, i + t kj - skj + Q( ljk - R
#
jk) = 0, ( 4)

  Qe
#
- t ijvj , i - ( sij - t ij )Mji - tijkMjk , i - qi , i - Qh = 0, ( 5)

式中 R
#

jk = ilk (M
#

il + MjmMml ) 为自旋惯性张量# 为此,他宣称微态连续统理论的研究已可结束,

只待应用# 

实际上,上述两种方法都未能解决根本问题, 原因是他们所用的全局能量守恒定律是不完

整的# 

Mindlin和Tiersten[ 9]于 1962年就给出线性偶应力弹性理论的场方程# Toupin[ 10]于 1964

年提出偶应力理论# Eringen[ 11, 12]曾指出,当微转动 Ui和Wi分别用经典弹性理论的转角Hi和流

体力学的涡旋矢量 Xi 代替时,则微极弹性理论和微极流体力学就分别归结为偶应力弹性理论

和偶应力流体理论# 他还指出这样一来这类理论就变成为经典的弹性理论和流体力学# 但这

些观点是从场方程得出来的, 对基本均衡定律和方程并不正确# 由于经典连续统理论和传统

的微极连续统理论之间存在着不可逾越的鸿沟,所以上述的替换关系根本就无从谈起# 

实际上, Eringen的观点还是正确的, 但这只有在我们的[ 1]中提出的微极连续统理论和

[ 13]中提出的连续统理论之间才能实现这种替换关系# 

为连贯起见,除另作说明外,本文沿用[ 1, 2, 13]中的符号和记法# 本文将着重从较为完整

的能量守恒定律出发,论述如何从耦合型微极连续统理论的结果过渡到微态连续统理论的和

归结为偶应力理论的相应结果,并清晰地指出现有有关连续统理论的不完整性层次# 
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1  微态连续统理论

111  耦合型均衡定律和方程
11111  全局能量守恒定律

现把[ 1, 2]中提出的微极连续统理论的耦合型全局能量守恒定律写成下列形式:

  d
dtQV

Q e +
1
2
[ ( v+ M@ x )#(v+ M@ x ) + R#M] dv -

    QA
[ t ( n)#( v+ M@ x ) + m ( n) #M]da -QA

q#da -

    QV
Q[ f#(v+ M@ x ) + l#M]dv - QV

Qhdv = 0# ( 6)

把微角速度矢量 M,面力矩矢量 m ( n) 和体力矩矢量 l 分别用回转张量 8 ,面应力矩张量

M ( n) 和体力矩张量 L 代替,并考虑到下列关系式

  M@ x = Eijk Mj xk g i = 8 ik xk gi = 8#x ( 7)

和

  2# 8 = 8ki i ij 8kj = i ij Ekim Ekjn MmMn = ( imm Dij - i ij )MiMj = j ij MiMj = R#M, ( 8)

则式( 6)就自然地过渡到微态连续统理论的耦合型全局能量守恒定律

  d
dtQV

Q e +
1
2
[ ( v+ 8#x )#(v+ 8#x ) + 2# 8 ] dv -

    QA
[ t ( n)#( v+ 8#x ) + M ( n) : 8 ]da - QA

q#da -

    QV
Q[ f#(v+ 8#x ) + L: 8 ]dv - QQh dv = 0# ( 9)

考虑到

  QA
[ t ( n)#( v+ 8#x ) ]da = QA

n i [ tij ( v j + 8 jk xk) ] da =

    QV
[ tij ( v j + 8 jk xk) ] , idv =

    QV
[ tij, i ( vj + 8jk x k) + tij ( vj , i + 8jk , ixk + 8jkDki ) ] dv =

    QV
( #̈t )#(v + 8#x ) + t : [ v̈ + ( ¨ 8 )#x + 8T ] dv, ( 10)

  QA
M ( n) : 8 da = QA

ni M ijk 8jkda = QV
(M ijk 8jk) , ida =

    QV
( tijk, i 8ji + tijk 8jk , i )dv = QV

[ ( #̈M ) : 8 + M s ¨ 8 ]dv , ( 11)

则式( 9)可整理成下列形式:

  QV
Q[ ( v+ 8#x )

#
- f ] - #̈t #v+ [ Q( 2

#

- L ) - #̈M - t
T
] +

    [ Q[ ( v+ 8#x )
#
- f ] - #̈t ] x : 8 + Qe

#
- t : [ v̈+

    ( ¨8 )#x ] - M s ¨8 - #̈q - Qh dv = 0# ( 12)

11112  均衡方程
根据广义 Piola定理[ 14, 15, 16] , 由上式可得下列各均衡方程# 

A1 动量均衡方程
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局部动量均衡方程

  Q[ (v+ 8#x )
#
- f ] - #̈t = 0, ( 13a)

非局部动量均衡方程

  Q[ (v+ 8#x )
#
- f ] - #̈t = Qf

C

; ( 13b)

B1 角动量均衡方程
局部角动量均衡方程

  Q[ ( 2
#

- L ) - #̈M - t
T
] + s = 0, ( 14a)

式中 s 是一称之为应力平均量的对称张量[ 8] ,

非局部角动量均衡方程

  Q[ ( 2
#

- L ) - #̈M - t
T
] + s = Q( L

C

- f
C

x ) ; ( 14b)

C1 能量均衡方程
局部能量均衡方程

  Qe
#
= t : [ v̈ + ( ¨8 )#x ] + M s ¨8 + #̈q + Qh, ( 15a)

非局部能量均衡方程

  Qe
#
= t : [ v̈ + ( ¨8 )#x ] + M s ¨8 + #̈q + Qh -

    Q[ f
C

#v+ ( L
C

- f
C

x ) : 8 ] + Qh
C

# ( 15b)

我们导出的这些均衡方程连同传统的质量守恒方程、微惯性守恒方程和熵不等式[ 17]一起

就构成微态连续统理论的较为完整的基本均衡方程体系# 

112  半耦合型均衡定律和方程

11211  全局能量守恒定律

式( 9)可以改写成下列形式:

  QV
Q e + [ v

#
+ 8#x )

#
]#( v+ 8#x ) + 2

#

# 8 dv -

    QA
[ t ( n)#( v+ 8#x ) + M ( n) : 8 ]da - QA

q#da -

    QV
Q[ f#(v+ 8#x ) + L: 8 ]dv - QQh dv = 0# ( 9) *

在上式中取 ( 8#x )
#
= 0, 就是我们在[ 15, 16]中给出的半耦合型全局能量守恒定律# 由此定

律可得下列各均衡方程# 

11212  均衡方程

A1 动量均衡方程
局部动量均衡方程

  Q( v
#
- f ) - #̈t = 0, ( 16a)

非局部动量均衡方程

  Q( v
#
- f ) - #̈t = Qf

C

; ( 16b)

B1 角动量均衡方程
局部角动量均衡方程

  Q[ ( 2
#

- L ) - #̈M - t
T
] + s = 0, ( 17a)

非局部角动量均衡方程
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  Q[ ( 2
#

- L ) - #̈M - t
T
] + s = Q( L

C

- f
C

x ) ; ( 17b)

C1 能量均衡方程
局部能量均衡方程

  Qe
#
= t : [ v̈ + ( ¨8 )#x ] + M s ¨8 + #̈q + Qh, ( 18a)

非局部能量均衡方程

  Qe
#
= t : [ v̈ + ( ¨8 )#x ] + M s ¨8 + #̈q + Qh -

    Q[ f
C

#v- ( L
C

- f
C

x ) : 8 ] + Qh
C

# ( 18b)

这里的结果是从全局能量守恒定律自然地推导出来的,没用任何附加的要求# 

113  非耦合型的均衡定律和方程

在式( 9) * 取 8#x = 0, 即得传统的非耦合型全局能量守恒定律[ 8] :

  d
dtQV

Q e +
1
2
( v#v+ 2# 8 ) dv - QA

( t ( n) #v+ M ( n) : 8 )da -

    QA
q#da - QV

Q( f#v+ L: 8 )dv - QQhdv = 0# ( 2)

由上式只能推导出下列非耦合型的/运动方程0和/能量均衡方程0:

  Q( v
#
- f ) - #̈t = 0, ( 19)

  Q( 2
#

- L ) - #̈m = 0; ( 20)

  Qe
#
= t : ¨ v+ M s ¨8# ( 21)

面对这一现实, Eringen[ 8]于1992年在要求式( 2)在任意常值速度平移和角速度转动下服

从不变性的情况下, 才给出式( 3)、式( 4)和式( 5) # 这里式( 3)和式( 4)与我们的式( 16a)和式

( 17a)相同, 但式( 5)和我们的式( 18a)之间却存在着本质的差异# 

2  偶应力理论

211  耦合型的均衡定律和方程
把微角速度矢量 M用宏角速度H代替,并令 S = I#H为宏自旋矢量,则微极连续统理论的

式( 6)即归结为偶应力理论的全局能量守恒定律:

  d
dtQV

Q e +
1
2
[ ( v+ H@ x )#(v+ H@ x ) + S#H ] dv -

    QA
[ t ( n)#( v+ H@ x ) + m( n )#H ]d a -

    QV
Q[ f#(v+ H@ x ) + l#H ]dv = 0# ( 22)

这正是我们在[ 13]中提出的连续统理论的全局能量守恒定律# 

由此定律可以自然地推导出动量、角动量和能量均衡方程# 可见, Eringen 在[ 11, 12]中表

达的偶应力理论即成为/经典0连续统理论的观点是正确的,但这个/经典0连续统理论必须是

我们在[ 2]中提出的结果# 

212  特殊情形
21211  半耦合型的情形

式( 22)可改写成下列形式:

  QV
Q e + (v+ H@ x )#[ v

#
+ ( H@ x )

#
] + S

#
#H dv -
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    QA
[ t ( n)#( v+ H@ x ) + m( n )#H ]d a -

    QV
Q[ f#(v+ H@ x ) + l#H ]dv = 0# ( 22) *

现取 ( H@ x )
#
= 0和 S

#
#H= 0,并令 H= ¨@ v, 则上式就归结为我们在[ 18]中给出的结

果# 

21212  非耦合型的情形

在式( 22)中令 H@ x = 0, 即得经典连续统力学的全局能量守恒定律

  QV
Q e +

1
2 v#v dv - QA

t ( n) #v da -QV
Qf#v dv = 0# ( 23)

在上式中并不出现转动因素, 因此就无从谈起由偶应力理论变成为经典连续统理论# 

3  结 束语

本文已经实现了从微极连续统理论的基本均衡定律和方程自然地过渡到微态连续统理论

的和归结为偶应力理论的结果这一事实# 同时, 还清晰地分析了现有其它有关连续统理论结

果的不完整性的层次# 
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Renewal of Basic Laws and Principles for Polar Continuum

Theories (Ò) ) Micromorphic Continuum Theory

and Couple Stress Theory

DAI Tian-min

( Depa rtm ent of Mathem atics & Center f or the Application of Mathem atics ,

L ia oning Un iver sity , Shenyang 110036, P . R . China )

Abstract:  The purpose is to reestablish the balance laws of momentum, angular momentum and en-

ergy and to derive the corresponding local and nonlocal balance equations for micromorphic continuum

mechanics and couple stress theory. The desired results for micromorphic continuum mechanics and

couple stress theory are naturally obtained via direct transitions and reductions from the coupled con-

servation law of energy for microplar continuum theory, respectively. The basic balance laws and e-

quations for micromorphic continuummechanics and couple stress theory are constituted by combining

these results derived here and the traditional conservation laws and equations of mass and microinertia

and the entropy inequality. The incomplete degrees of the former related continuum theories are clar-i

fied. Finally, some special cases are conveniently derived.

Key words:  micromorphic continuum; couple stress theory; coupled; basic balance law; balance

equation
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