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摘要 :  将一种通用算法应用于平面位势问题边界元法中近边界点几乎奇异积分的正则化# 对线

性单元, 位势问题近边界点的几乎强和超奇异积分可归纳为两种形式# 通过分部积分, 将引起奇

异的积分元素变换到积分号之外,从而对这两种积分分别给出了无奇异的正则化计算公式# 除了

线性元,二次元也应用于该算法# 与近边界点临近的二次单元划分为两段线性单元, 该算法仍然

适用# 算例证明了方法的有效性和精确性# 对曲线边界问题, 联合二次元和线性元可提高计算结

果精确度# 
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引   言

边界元法作为一种重要的数值方法在许多领域得到了广泛的应用
[ 1]# 然而边界元法存在

边界点和近边界点奇异积分的麻烦,其准确性很大程度上依赖于奇异积分的计算精度# 许多

研究者做了大量工作处理奇异积分[ 2, 3] ,文[ 4]对此作了全面的综述# 这些方法对几乎奇异积

分的计算都有一定的效果,但是其适应性和精确度还有待提高# 

文[ 5]提出了一种计算近边界点参量的通用算法,将导致奇异的积分元素用分部积分变换

到积分号之外, 从而直接半解析地计算出了二维弹性力学问题近边界点参量的几乎强奇异和

超奇异积分# 本文将此算法拓展用于二维位势问题,且进一步将该算法推广应用于二次插值,

计算了近边界点的位势及其梯度# 

1  平面位势问题内点位势和梯度

考虑二维位势问题, 区域内点 y 的边界积分方程可写成如下形式

  u( y ) = Q#
u
*
( x, y) q ( x)d # - Q#

q
*
( x, y ) u( x )d #, ( 1)
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式中 u
*
( x, y ) = - (1/ 2P) lnr 为位势基本解, q

*
( x, y) = - r , in i / (2Pr ) 为位势基本解对边界

外法线的梯度# 其中 r为源点y 到边界上任意场点x的距离# 把边界离散为N 个线性单元,

引入形函数N 1 = (1 - N) / 2, N2 = (1+ N) / 2 ,则式( 1)离散积分影响系数分别为

  Q#
j

u
*
( x, y )N kd # = -

1
2PQ#

j

lnrN kd #     ( k = 1, 2) , ( 2)

  Q#
j

q
*
( x , y )N kd # = -

1
2PQ#

j

r , iniN k

r
d #   ( k = 1, 2)# ( 3)

y 点在 x1, x 2两个方向位势梯度 qx
1
, qx

2
可对式( 1)求导而得

  qx
k
( y ) = Q#

5 u*
( x , y )
5yk q( x)d # -Q#

5q *
( x, y )
5y k

u( x)d #   ( k = 1, 2)# ( 4)

类似式( 2)和( 3) ,式( 4)离散积分影响系数为

  Q#
j

5u*
( x, y )
5yk N ld # =

1
2PQ#

j

1
r
r , kN ld #      ( k , l = 1, 2) , ( 5)

  Q#
j

5q *
( x , y )
5y k

N ld # =
1
2PQ#

j

1
r
r , mnm

, k
Nld #   ( k, m , l = 1, 2) , ( 6)

这里 r , k = 5r /5x k = - 5r /5 yk # 对应式( 2)的积分为弱奇异, 普通高斯积分可以计算# 而式

( 3)、( 5)和( 6)的积分为强奇异或超奇异# 当源点趋近边界相对较近时,普通高斯积分将失效,

本文对其进行正则化处理# 

2  几乎奇异积分计算和积分核处理

对单元的几何形状和物理量作线性插值# 设单元始、末两端节点 I、F 的坐标分别为 ( x 1I,

x 2I)、( x 1F, x 2F ) ,将单元从总体坐标系变换到局部坐标系,变换式为

  x i =
si

2
N+

x iF + xi I
2

  ( N I [- 1, 1] , i = 1, 2) , ( 7)

式中   si = xiF - x iI# 

引入   Ei = ( x iF + xi I) / 2- y i

和    ri = xi - yi

有

  r , i =
ri
r

=

si

2
N+ Ei

r
, ( 8)

  R = r
2
= riri = aN2+ bN+ c = a[ ( N- d)

2
+ e

2
] , ( 9)

其中

  
a =

s
2

4
, b = si Ei , c = Ei Ei ,

D= 4ac - b
2
, d = -

b
2a

, e =
2D
s
2 ,

( 10)

参数 a、b、c、d和 e由单元节点和源点y 的坐标确定# e的几何意义为源点y 到单元#e的最小

距离与单元长度 s 比值的两倍,它反映了源点距离边界的相对接近程度# 故 e 定义为源点 y

到边界的接近度[ 5]# 本文算例用此参数显示了本文方法相对于常规方法的优势# 

考察式( 3)、( 5)和( 6)的积分核及其积分# 其积分核分别为
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r , iniN k

r
=

riniN k

r
2 =

rin iN k

R
             ( i , k = 1, 2) , ( 11)

  
r , kN l

r
=

rkN l

r
2 =

rkN l

R
                ( k , l = 1, 2) , ( 12)

  1
r
r , mnm

, k
=

nkN l

r
2 -

2rmnmrkN l

r
4 =

nkN l

R
-

2rmnmrkN l

R
2   ( k, m , l = 1, 2)# ( 13)

注意线性插值时, d # = ( s/ 2) dN,因此式( 3)、( 5)和( 6)的积分包含以下两种形式

  I 1 = Q
1

- 1

P1

R
dN, I 2 = Q

1

- 1

P 2

R
2dN, ( 14)

式中 P1、P 2为局部坐标 N的多项式# 存在积分递推公式[ 5, 6]

  J 1 = QdN
R

= Q dN
aN2+ bN+ c

=
2
D
arctan

2aN+ b
D

, ( 15a)

  J n = QdN
R

n = Q dN
( aN2+ bN+ c)

n =
2aN+ b

( n - 1) D2Rn- 1 +
2n - 3
n - 1

2a
D2

Jn- 1# ( 15b)

考虑标记

  g = arctanz、Rc = 2aN+ b、z = Rc/ D

和    K i = Qz
iarctanzdz ,

其中 i = 0, 1, 2, 3 , 反复运用分部积分,最终有

  I 1 =
2
D
P1g -

1
a
P

c
1

Rc
D

g -
1
2
ln( D2+ Rc2

) +
D

4a2
P

d
1

Rc
D

2

g -
Rc
D
+ g -

     D
2

8a3P
Ê
1 K 0+ K 2-

2aR

D2
1

N= - 1
-

1
2aQ

1

- 1
P

d
1ln( D

2
+ Rc2

)dN+

     D2

8a
3Q

1

- 1
P

(4)
1 K 0+ K 2-

2aR

D2
dN, ( 16a)

  I 2 =
1

D2
Rc
R
P 2+

2

D3
(2aP2- RcPc

2) g +
1

2aD
P

d
2

Rc
D

2

g + g -
Rc
D

-

     1
4a2P

Ê
2 K 0+ K 2-

2aR

D2
+

D
8a3P

(4)
2 K 1+

1
3
K 3

1

N= - 1
-

     1

4a2Q
1

- 1
P

(4)
2

2aR

D
2 +

1
6

Rc
D

2

+
1
3
ln( D2+ Rc2

) -
2
3
lnD dN-

     D
8a3Q

1

- 1
P

(5)
2 K 1+

1
3
K 3 dN# ( 16b)

而式( 3)、( 5)和( 6)中对应式( 14)的 P1、P2多项式分别为:

  P1a = n iriNk , P1b = rkN l , P1c = nkN l , ( 17)

  P2 = 2rmnmr kN l# ( 18)

将 P1、P2 分别对 N求导, 代入式( 16a)和( 16b) ,显然有

  P
Ê
1a = P

Ê
1b = P

Ê
1c = 0, P

(4)
2 = 0# ( 19)

因此,式( 16a)最后一项为零,余下的积分式中核函数是正则化的函数# 而式( 16b)后两项积分

为零,余下式子为完全解析的形式# 至此,对平面位势问题,当源点趋近于边界时,其产生的几

乎奇异积分转化为无奇异积分或解析算式# 

由式( 7) ~ ( 10)定义可知,式( 16)的半解析积分只适用于线性元# 而对曲线边界问题,高
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次元一般可提高解的精确度# 考虑将边界离散为二次单元,在求近边界点 y 物理参量时,把与

该点邻近的三节点二次单元分成两段线性单元# 在拆分后的这两个线性单元上,几何形状和

边界变量采用线性插值,因此可分别在这两段线性单元上采用积分公式( 16a)和( 16b) # 而与

近边界点 y 距离较远的单元仍保持二次单元模式,用常规积分就可以精确计算# 

3  数值算例及结论

例 1  方形闭域的热传导, 见图 1# 将边界分成 12个均匀线性单元,每个单元长为 2# 角

点 O(0, 0) 附近的近边界点位势和位势梯度计算结果列于表 1# 

例 2  椭圆截面直杆的圣维南扭转,见图 2# 计算 A(7. 700 8, 3. 189 8) 点附近近边界点的

扭转函数 u及其梯度 qx
1
和 qx

2
# 由对称性, 在1/ 4部分边界划分单元,采用了线性元和二次元

两套计算方案:

方案 1  x 1 = 0边 4个线性元, x 2 = 0边 8个线性元, 1/ 4椭圆边 8个线性元;

方案 2  x 1 = 0边 2个二次元, x 2 = 0边 4个二次元, 1/ 4椭圆边 4个二次元# 

两套方案节点数目和相应的节点坐标都相同,计算结果及与精确解比较见图 3和图 4# 

图 1  方形闭域热流          图 2  椭圆截面直杆圣维南扭转   

表 1 线性元计算例 1位势 u 和位势梯度 qx
1

近边界点坐标

x 1 x2

接近度 e
位势 u 位势梯度 qx

1

常规方法 本文方法 精确解 常规方法 本文方法 精确解

0. 900 000 0 0. 900 000 0 0. 9 254. 730 6 255. 000 0 255. 000 00 - 49. 844 35 - 49. 999 99 - 50. 000 00

0. 800 000 0 0. 800 000 0 0. 8 259. 934 8 260. 000 0 260. 000 00 ) - 49. 999 99 - 50. 000 00

0. 400 000 0 0. 400 000 0 0. 4 275. 579 5 279. 999 7 280. 000 00 ) - 50. 000 32 - 50. 000 00

0. 300 000 0 0. 300 000 0 0. 3 ) 285. 000 1 285. 000 00 ) - 50. 000 34 - 50. 000 00

0. 100 000 0 0. 100 000 0 0. 1 ) 294. 999 8 295. 000 00 ) - 50. 000 15 - 50. 000 00

0. 010 000 0 0. 010 000 0 0. 01 ) 299. 489 5 299. 500 00 ) - 50. 000 06 - 50. 000 00

0. 000 100 0 0. 000 100 0 0. 000 1 ) 299. 905 9 299. 995 00 ) - 50. 000 06 - 50. 000 00

0. 000 014 0 0. 000 014 0 0. 000 014 ) 299. 908 4 299. 999 30 ) - 50. 490 00 - 50. 000 00

0. 000 010 0 0. 000 010 0 0. 000 010 ) 299. 908 5 299. 999 50 ) ) - 50. 000 00

0. 000 000 1 0. 000 000 1 0. 000 000 1 ) 300. 126 7 299. 999 99 ) ) - 50. 000 00

  表1结果表明,当源点离单元的距离的两倍与单元的长度之比 ) ) ) 接近度 e = 0. 4时,常

规边界元法计算的位势结果开始失效, 而本文方法在同样的单元尺寸时,直至 e = 1 @ 10
- 7
,计

算结果仍趋近于精确解; 当接近度 e = 0. 9时,常规方法计算的位势梯度结果开始失效,而本文
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    图 3  扭转函数 3种解比较           图 4  扭转函数梯度 3种解比较

方法直至接近度小到 e = 1. 4 @ 10- 5
, 计算结果仍很精确# 随着接近度更加减小,本文方法位

势梯度计算结果也开始失效, 这时只需在该处细分单元# 

图3给出了点 A(7. 700 8, 3. 189 8) 附近 12个近边界点扭转函数 u 的 3种计算结果,近边

界点接近度 e 在区间 (1. 5 @ 10
- 6
, 0. 4) 内# 图 4给出了点 A 附近 10个近边界点扭转函数梯

度 qx
1
和 qx

2
的3种解,近边界点接近度 e在区间(1. 5 @ 10- 5

, 0. 4) 内# 图 3和图4表明,二次元

结果比线性元结果更趋近精确解, 具有更高的精确度# 而对这些近边界点,常规方法计算结果

都已失效# 

总之本文正则化方法成功求解了平面位势问题中的几乎奇异积分,有效地缩小了近边界

点接近度 e 的值,且计算结果精确度较常规方法高# 线性元和二次元均适用于该算法# 
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Regularization of Nearly Singular Integrals in the

Boundary Element Method of Potential Problems

ZHOU Huan_lin1,  NIU Zhong_rong2,  WANG Xiu_xi1

( 1. Depar tm en t of Mechanics , Un iver sity of Science and Technolo gy of China ,

Hefei 230026, P . R . Chin a ;

2. Depar tm ent of Engin eer in g Mechanics , Hefei Un iver sity of Technology ,

Hefei 230009, P . R . Chin a )

Abstract: A general algorithm is applied to the regularization of nearly singular integrals in the bound-

ary element method of planar potential problems. For linear elements, the strongly singular and hy-

persingular integrals of the interior points very close to boundary were categorized into two forms.

The factor leading to the singularity was transformed out of the integral representations with integra-

tion by parts, so non_singular regularized formulas were presented for the two forms of integrals. Fur-

thermore, quadratic elements are used in addition to linear ones. The quadratic element very close to

the internal point can be divided into two linear ones, so that the algorithm is still valid. Numerical

examples demonstrate the effectiveness and accuracy of this algorithm. Especially for problems with

curved boundaries, the combination of quadratic elements and linear elements can give more accurate

results.

Key words: BEM; nearly singular integral; regularization; potential problem
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