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摘要:  混合有限分析法是一种在局部矩形单元上进行离散的数值格式,为了适应非规则边界, 建

立了 Sigma坐标系的浅水回流数学模型# 采用 1) 风引起的回流, 2) 密度驱动的回流, 3) 假潮, 来

检验数学模型和数值方法# 计算结果和相应的分析解的比较表明模型和方法是可行的有效的# 

该技术可用于近海水域的水流和水质的数值模拟# 
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引   言

在水利、海洋、环境等工程中, 尤其在近海的半封闭港湾, 环境污染问题尤为突出, 如何治

理污染,是水利和环境工作者十分关注的问题# 近年来日本学者提出了较多方案用来改善港

湾水质,如在港湾底部布设方向性糙率, 利用潮汐作用形成残余流提高海水的交换, 从而达到

改善环境的目的# 对这一流动T. Komatsu( 2000) [ 1]等运用水深平均模式进行了二维流动的数

值模拟,但不能反映垂向水流的特性# 近二十多年来, 为了掌握海湾和海域等大水体中污染物

的运移规律,许多三维模型随之提出并运用于污染物浓度场的预报, 其代表作有 Liggett等

( 1969) [ 2] ; Swanson ( 1986) [ 3] ; Bulumberg 和Mellor ( 1987) [ 4] ; Sheng ( 1987) [ 5] ; Huang 和 Spaulding

( 1995) [ 6]和Kim, Li( 1995) [ 7]和 Shankar ( 1997) [ 8]等# 本文在上述成果的基础上, 采用 R- 坐标

变换( Philips 1957) [ 9]来反映垂向非规则区域的变换,使计算区域为规则区域# 

混合有限分析法是一种新的数值格式,其基本思想是在局部单元上将控制方程的非线性

系数处理为常数,得到局部单元上的线性偏微分方程, 利用算子叠加原理得到局部单元的解析

解,从而形成混合有限分析法格式# 因此本文旨在发展一种求解港湾和海域的潮汐流的混合

有限分析数值技术, 为了检验这一技术选用典型的 3种流动作为算例, 计算结果与理论结果的

良好吻合,表明本文给出的数值模拟技术是可行而有效的# 
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1  数学模型

1. 1  R_坐标系统

考虑笛卡尔坐标系且 z 轴铅垂向上,水面为 z = G( x , y , t ) ,海底为 z = - h( x , y ) (如图 1

所示)# 采用垂直变换函数将物理区域( x , y , z , t ) 转换为计算区域( xc, yc, R, tc) , 变换函数定

义为

图 1 坐标示意图

  z = U( xc, yc, R, tc) = DR+ G, ( 1)

这里 xc= x , yc= y , tc= t , R为变换后的垂直坐

标; G为水面抬升; D = h + G; h 为局部水深# 

在计算区域 ( xc, yc, R, tc) 中, 沿垂向可等分

为 $R, R= 0和 R= - 1分别表示物理区域( x , y ,

z , t ) 中水面 z = G( x , y , t ) 和海底边界 z = - h,

相应地在物理区域中, 其流动被分为同样数目的

垂直层,其层间的厚度可写为

  $zk =
5 Uk
5R $R = D$R# ( 2)

1. 2  守恒性方程

在上述物理区域坐标系中, 描述流动的守恒性方程有连续性方程、动量方程和浓度方程# 

若采用下列的算子变换

  5
5x =

5
5xc-

5
5R

Uxc
UR
,

5
5y =

5
5yc-

5
5R

Uyc
UR
,

  5
5z =

5
5R

1
UR
,

5
5 t =

5
5 tc-

5
5R

Utc
UR

# 

且流动满足静压假定,布辛捏斯克近似亦成立,则在计算区域 ( xc, yc, R, tc) 中的守恒性方程
可写为(为方便,字母右上角一撇略去)

连续性方程

  
5UR
5 t +

5 uUR
5x +

5vUR
5y +

5wUR
5R = 0# ( 3)

x 和y 向动量方程

  
5 uUR
5 t +

5 u2
UR

5 x +
5 uvUR
5y +

5uwUR
5R - URf v =

    5
5R

kv
UR

5 u
5R -

UR
Q0

Qg
5G
5x +

5
5x 2URkv

5 u
5x +

5
5y URkv

5 v
5x +

5u
5y , ( 4)

  
5vUR
5t +

5uvUR
5x +

5v2 UR
5y +

5 vwUR
5R - URfu =

    5
5R

kv
UR

5v
5R -

UR
Q0

Qg
5 G
5y +

5
5x URkv

5 u
5 y +

5v
5x +

5
5y 2URkv

5 v
5y , ( 5)

浓度方程:

  
5SUR
5 t +

5 uSUR
5x +

5 SvUR
5y +

5wSUR
5R =

    5
5x URkh

5S
5x +

5
5y URkh

5 S
5y +

5
5R

N v

UR
5 S
5R , ( 6)

上式中 t 为时间, g 为重力加速度, ( u, v) 为( x , y ) 方向的速度分量, ( kh, kv , Nv ) 分别为水平
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涡粘系数, 垂直涡粘系数和扩散系数# f 为哥氏系数(2 8 sinH) , 8 为地球旋转速率, H为纬度;

S 为盐度或浓度; Q为密度; Q0为平均密度; �Q定义为在 R处的垂线平均密度, 其表达式为

  �Q= 1
RQ

0

R
QdR# ( 7)

在 ( xc, yc, R, tc) 坐标系中,垂直速度 w 定义为

  w =
1
UR
( w - Utc - uUxc- vUyc)# ( 8)

从上述方程来看,有 4个方程(方程( 3) , ( 4) , ( 5)和( 6) ) , 而未知数为 5个,因而方程是不

封闭的# 我们可借助于水面的水动力学边界条件来计算水面抬升# 水面抬升方程可写为

  
5UR
5 t +

5( URU)
5x +

5( URV)
5y = 0# ( 9)

式中 U = Q
0

- 1
udR, V = Q

0

- 1
vdR# 

2  混合有限分析法

从理论和大量算例已经证明混合有限分析法是一种求解复杂流场的有效数值格式之一

(Li和Huai, 1997)
[ 10]# 为了节省篇幅,这里仅给出其离散格式# 计算区域划分为若干局部单

元,非线性控制方程( 4) , ( 5)和( 6)在局部单元上线性化并写成一般形式

  MUt + 2AUx + 2BUy + 2CUz = ¨2U+ S, ( 10)

上述 U可代表不同的独立变量, 如 u或v , 系数M, A, B, C 和源项S 由局部单元中心点值给

出# 对于非恒定项, 采用差分来近似# 方程( 10)的离散形式可描述为

  

Up = CWUW + CNUN + CSUS + CEUE + CFUF + CBUB + Cp ( S - MUt ) ,

Up = 6
6

1

C iUi + Cp S + M
Up - Up
S

,

Up =
1

1 +
MCp
S

6
6

1
C iUi + CpS +

MCp
S

Up ,

( 11)

这里 Up_第( n - 1) 时间步的 Up , S代表时间步长, C i 为混合有限分析法系数, 依次为

  CW =
EA

E
exp(�A ) , CE =

EA

E
exp(- �A ) , CS =

EB

E
exp( �B ) ,

  CN =
EB
E

exp(- �B ) , CB =
EC

E
exp( �C ) , CF =

EC
E

exp(- �C ) ,

  Cp =
1
E
, EA =

�A
hi

2sh�A
, EB =

�B
kj

2sh�B
, EC =

�C
lq

2sh�C
,

  E =
2�A
hi

2 cth�A +
2�B
kj

2 cth�B +
�C
lq

2 cth�C,

  �A =
1
2

2A hi +
hi+ 1- h i

h i
, h i =

1
2
( hi + h i+ 1) ,

  �B =
1
2

2B kj +
kj+ 1- kj

kj
, kj =

1
2
( kj + kj+ 1) ,

  �C =
1
2

2C lq +
lq+ 1- l q

lq
, lq =

1
2
( lq + lq+ 1)# 

对于方程( 9)采用有限差分法求解,且方程( 9)重写为

958 浅水回流的混合有限分析解



  5U
5 t + u

5 U
5x + v

5 U
5y + U

5 u
5 x + U

5v
5 y = 0# 

最终方程( 9)离散为

  

Ui , j = CEUi+ 1, j + CWUi- 1, j + CNUi , j+ 1+ CSUi, j+ 1+ Cp Ui , j ,

CE =
- uS

$x + S$x5u /5x + S$x5 v/ 5y ,

CW =
uS

$x + S$x5 u/5x + S$x5v/ 5y ,

CN =
- vS

$y + S$y5 u/ 5x + S$y5v /5y ,

CS =
vS

$y + S$y5 u/ 5x + S$y5v/ 5y ,

Cp =
1

1+ S5u/ 5x + S5v /5 y ,

( 12)

S为时间步长# hi , kj , lq 分别为x , y , z 方向的空间步长, Ui, j 为第( n - 1) 时间步的 Ui , j# 

非均匀交错网格下的 SIMPLE 算法用于速度和压强的耦合求解# 

3  模型及方法验证

选用有分析解存在的 3种典型流动, 即1) 风引起的回流; 2) 密度驱动的回流; 3) 假潮来

检验本文的数学模型和计算方法# 

3. 1  风引起的回流

选用渠道底部为无滑移边界条件下水平分速的垂直分布来检验模型和方法# 对于底部为

无滑移边界条件,水面为恒定风应力的情况, 忽略对流、哥氏力和水平扩散的作用,则其控制方

程变为

  g
5G
5x = kv

52
u

5z 2
# ( 13)

  Q
G

- h
u dz = 0# ( 14)

表面 ( z = G) 处的边界条件为

  kv
5 u
5z =

Sw
Q
, ( 15)

底部 ( z = - h) , 边界条件为

  ub = 0# ( 16)

积分方程( 13)两次,并应用边界条件,则其分析解为

  u =
g
2kv

5G
5x ( z

2
- h

2
) +

Sw
Qkv

( h + z )# ( 17)

  5G
5x =

3
2

Sw
Qgh

# ( 18)

式中, u 为水平流速; G为水面抬升; kv 为垂直涡粘系数; Sw 为风应力; h 为水深; Q为水的密

度# 

下列参数用于数值计算, Sw = 0. 1 N/ m2
, Q= 1000 kg/ m3

, kv = 5 @ 10- 3 m2/ s, h = 2 m,

S= 30 s# 池长为 62 km,宽为 5 km# 计算网格为1 km@ 1 km, 垂直层数分别取5, 12和19# 图

2为在池中心断面水平流速与分析解的对比图, 清楚地看出, 在靠近底部边界附近, 随着垂向

959槐  文  信    沈  毅  一    小 松 利 光



层数的增加模型结果愈接近分析解# 

3. 2  密度驱动的回流

河流的淡水流入海洋,在河口处会形成密度梯度, 从而形成回流# 在忽略对流和局部加速

以及底部摩擦, 认为在动量方程中, 水平密度梯度、表面抬升梯度和动量的垂向扩散间保持平

衡# 对于常水深和常涡粘条件下, Off icer ( 1976) [ 11]给出了垂向速度的分布解析式为

  u =
1
24

gKh3

Qkv
1 - 6

z
h

2

- 4
z
h

3

, ( 19)

这里 u 为水平流速; z 为垂向坐标; h 为水深; Q为水的密度; K为水平密度梯度; kv 为垂向涡

粘; g 为重力加速度# 

图 2  封闭水池中风驱动的回流       图 3  密度梯度引起的回流

水平流速垂向分布 水平流速垂向分布

图 4  封闭水池中不同时刻水面抬升分布   图 5  封闭水池中不同时刻纵向流速分布

下列参数用于数值计算: kv = 5 @ 10- 3 m2/ s , g = 9. 8 m/ s2, h = 20 m, Q= 1 025 kg/m3
,

K= 3 kg/m
3
/ ( 10km)# 垂向层数为9,河口长为15 km,宽为5 km ,网格间距为1 km# 图3为数

值模拟的结果与分析解的对比# 可看出:上层流动的速度为正值,即流向海洋# 且流速的最大

和最小值发生在最上层和最下层# 

3. 3  假潮
选择假潮的目的是检验模型模拟封闭港湾中标准波的能力# 忽略垂向和水平向的扩散,

底部和壁面的摩擦, 对流项和哥氏项, 则局部加速项和压强项保持平衡# Neumann和 Pierson

( 1966) [ 12]给出了表面抬升和纵向流速的解析式为

  G= a cos Xt coskx , ( 20)

  u = g
ak
X sinXtsinkx , ( 21)

式中 a 为波幅, X为圆周频率, k 为波数# 
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下列参数用于数值计算:封闭港湾的长和宽分别为 62 km和 14 km, 网格为 1 km; a = 15

cm, h = 5 m, h 为水深; 时间步长为 300 s, 则波的特征为 k = 2P/ K= 5. 067 1 @ 10- 7
/ cm, T

= K/ ( gh) 1/ 2 = 4. 92 h, X= 2P/ T = 3. 548 8 @ 10- 4
/ s. 图4和图5为不同时刻表面抬升和流速

数值计算结果与分析解的对比图, 可看出两者吻合较好# 图中 a0, L0, u0 分别为液面最大抬

升幅值,水池的长度和最大流速# 

4  结   论

本文采用的三维混合有限分析法求解了基于 R_坐标系的三维水动力学模型,并与 3种典

型流动的分析解进行了对比, 结果表明本文给出的数学模型和数值方法是可行和有效的,该技

术可用于近海水域的水流和水质的数值模拟# 
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Water Circulation
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1. State Key Labor ator y of Water Resour ces and Hydropower Engineerin g Scien ce ,

Wuhan Univ er sity , Wuhan 430072, P . R . China ;
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Abstract: The hybrid finite analytic(HFA) method is a kind of numerical scheme in rectangular ele-

ment. In order to simulate the shallow circulation in irregular bathymetry by HFA scheme, the model

in sigma coordinate system was obtained. Themodel has been tested against three cases: 1) wind in-

duced circulation, 2) density driven circulation and 3) seiche oscillation. The results obtained in the

present study compare well with those obtained from the corresponding analytical solutions under ide-

alized for the above three cases. The hybrid finite analytic method and the circulation model in sigma

coordinate system can be used calculate the flow and water quality in estuaries and coastal waters.

Key words: tidal flow; wind stress; circulation; shallow water; seiche; hybrid finite analytic

method; density gradient
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