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摘要:  研究自然对流换热问题, 通过对于空间变量采用有限元离散而对于时间变量用差分离散,

导出一种基于混合有限元法的最低阶的差分格式, 这种格式可以同时求出流体的速度、温度和压

力的数值解,并给出了模拟方腔流的自然换热的数值例子# 
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中图分类号:  O241. 4    文献标识码:  A

引   言

设 8 < R
2
是有界区域,考虑二维非定常的自然对流换热问题:

问题( Ñ)  求 u = ( u1, u2) , p , T 使得对于任意 t 1 > 0满足

  

ut - L$u+ ( u # )̈ u + p̈ = KjT   ( ( x , y , t ) I 8 @ (0, t 1) ) ,

divu = 0   ( ( x , y , t ) I 8 @ (0, t 1) ) ,

T t - $T + Ku # T̈ = 0   ( ( x , y , t ) I 8 @ (0, t 1) ) ,

u = 0, T = 0   ( ( x , y , t ) I 5 8 @ (0, t 1) ) ,

u( x , y , 0) = 0, T ( x , y , 0) = f ( x , y )   ( ( x , y ) I 8) ,
其中 u是速度向量, p 为压力, T 为温度, L= 1/ Ra > 0为粘性系数, Ra 是Rayleigh数, K> 0

为Groshoff数, j = (0, 1) 为向量, f ( x , y ) 为初值函数# 

非定常的自然对流换热问题( Ñ )是大气动力学中的一个重要方程组, 是强迫耗散的非线

性系统方程# 由于该方程组除了含速度和压力外,还含有温度场,所以数值方法不容易# 过去

虽然提出了一些有限差分方法,都是将温度场视为常量, 即简单的 N_S 方程求解,而且往往用

涡函数法去求解,这样对压力须要引入外加的边界条件,但效果也欠佳,特别是对压力的计算

往往是很困难的(参见[ 1~ 4] )# 本文利用混合元方法, 导出的一种最低阶的稳定和收敛的差
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分格式,并给出了模拟方腔流的自然换热的数值例子, 用以说明该格式的有效性# 与以往的处

理N_S问题的数值方法(如有限差分法,涡函数法等)不同之处是该方法能同时求出速度、压力

和温度的近似解,并能计算粘性很小(即 Rayleigh数很大)的情形# 

1  广义解的存在性和混合有限元解的存在性、收敛性回顾

本文使用的 Sobolev空间是熟知的(可参考[ 5] )# 

自然对流换热问题的混合广义解为

问题( Ñ) *  求 ( u, p , T ) I L
2
(0, t 1; X ) H H

1
(0, t 1; V) @ L

2
(0, t 1; M ) @ H

1
(0, t 1; W)

满足

  

( ut , v) + La( u , v) + a1( u, u , v) - b( p , v) = Kj ( T , v)   ( Pv I X ) ,

b ( U, u) = 0   ( PU I W) ,

( Tt , W) + d( T , W) + Ka1( u, T , W) = 0   ( PW I W) ,

u( x , y , 0) = 0, T ( x , y , 0) = f ( x , y )   ( ( x , y ) I 8) ,

( 1)

其中

  X = H
1
0( 8)

2
,

  W = H
1
0( 8) ,

  V = v I X ; divv = 0 ,

  M = L
2
0( 8) = U I L

2
( 8) ;Q8

Udxdy = 0 ,

  a( u, v) = ( ü , v̈ ) = Q8

5 u1

5x
5 v1

5x +
5u1

5y
5v1

5y +
5 u2

5x
5 v2

5x +
5u2

5y
5v2

5 y dxdy ,

  a1( u, v, w ) = Q8
u1
5v1

5x w1+ u1
5v2

5x w2 + u2
5v 1

5yw 1+ u2
5 v2

5yw 2 dxdy ,

  a1( u, T , W) = Q8
u1
5T
5xW+ u2

5T
5yW dxdy ,

  b ( U, v) = Q8
Udivvdxdy ,

  d( T , W) = ( T̈ , ¨W) = Q8

5T
5x

5W
5x +

5T
5y

5 W
5y dxdy # 

我们在[ 6]中已经证明了问题( Ñ )
*
存在唯一的解# 

为了导出问题( Ñ) * 基于混合有限元法的差分格式,对于空间变量我们采用有限元离散

而对于时间变量差分离散# 设 I h 是�8 的拟一致的直角三角形剖分,混合有限元空间取为:

  Xh = ( v 1h , v 2h ) I L
2
( 8)

2
; vj h| K I P1( K ) H H

1
( K ) PK I I h, vjhn

1
i | e =

    vjhn
2
i | e, e = 5K1 H 5K 2 < 8, vjhnj | e = 0, e < 5K H 5 8 , i , j = 1, 2 , ( 2)

  Mh = U I M; U| K I P 0( K ) , PK I I h , ( 3)

  Wh = < I W; < | K I P 1( K ) , PK I I h , ( 4)

其中 Pm( K ) 表示次数 [ m 的多项式空间, nl = ( n
1
l , n

2
l ) 表示 K l I I h 上的单位外法向量# 

容易证明 Xh < X (参见[ 6] )# 利用[ 7] 中的方法, 可以证明 Xh 和Mh 满足 inf_sup条件:

  sup
v
h

I X
h

b ( Uh, vh)
+ v̈h +0

\ B+Uh +0   ( PUh I Mh ) , ( 5)

其中 B> 0是与 h 和k 都无关的正常数# 设 L 为正整数, k = t 1/ L 是时间步长, t
( n)

= nk , 0

974 罗 振 东    朱  江    谢 正 辉    张 桂 芳



[ n [ L; ( u
n
h, p

n
h, T

n
h ) I X h @ Mh @ Wh 对应于( u( t

( n)
) , p ( t

( n)
) , T ( t

( n)
) ) S ( u

n
, p

n
, T

n
) 的

混合有限元解# 则问题( Ñ) * 的混合有限元解为:

问题 ( Ñ n
h )  求( u

n
h , p

n
h, T

n
h ) I Xh @ Mh @ Wh, 1 [ n [ L , 满足

  

( u
n
h , vh) + kLa ( p nh , vh) - kb ( p

n
h , vh) = kK( jTnh , vh) + ( u

n- 1
h , vh) -

  ka1( u
n- 1
h , u

n- 1
h , vh)   ( Pvh I Xh ) ,

b ( Uh, u
n
h ) = 0   ( PUh I Mh) ,

( T
n
h , Wh) + kd ( T

n
h, Wh ) = ( T

n- 1
h , Wh ) - Kka1( u

n- 1
h , T

n- 1
h , Wh )   ( PWh I Wh ) ,

T
0
h = Phf , u

0
h = 0,

( 6)

其中 Phf 是f 在Wh 中L
2
_投影# 

在[ 4]中已经证明了问题 ( Ñ n
h ) 存在唯一的稳定解满足

  k
1/ 2 6

n

i= 1

+ (̈ T
i
- T

i
h ) +0+ 6

n

i= 1

+ (̈ u
i
- u

i
h) +0+ +p

n
- p

n
h +0 +

    + u
n
- u

n
h +0+ +T

n
- T

n
h +0 [ C( h + k ) , ( 7)

其中 C 是与h 和 k 都无关的常数# 

2  一种基于混合有限元法的最低阶差分格式

为了导出问题 ( Ñ n
h ) 的基于混合有限元法的最低阶差分格式,我们将 �8 剖分为拟一致的

直角三角形单元 I h, 直角三角形K 的顶角点记为 1
-
、2

-
、3

-
并按逆时针排列, 直角点记为 2

-
# 如

图1所示# 

图 1  单元示意图     图 2  物理模型示意图

于是,问题 ( Ñ n
h ) 在 K i 上可以写成

  QK
i

u
n
1hvhdxdy + kLQK

i

ü
n
1h # v̈hdxdy - kQK

i

p
n
h
5vh
5x dxdy =

    QK
i

u
n- 1
1h vhdxdy - kQK

i

u
n- 1
1h

5 un- 1
1h

5x vhdxdy -

    kQK
i

u
n- 1
2h

5un- 1
1h

5y vhdxdy   ( Pvh I P 1( K i ) ) , ( 8)

  QK
i

u
n
2hvhdxdy + LkQK

i

ü
n
2h # v̈hdxdy - kQK

i

p
n
h
5vh
5y dxdy =

975自然对流换热问题基于混合元法的差分格式及其数值模拟



    QK
i

u
n- 1
2h vhdxdy + kKQK

i

T
n
hvhdxdy - kQK

i

u
n- 1
1h

5 un- 1
2h

5x vhdxdy -

    kQK
i

u
n- 1
2h

5un- 1
2h

5y vhdxdy   ( Pvh I P 1( K i ) ) , ( 9)

  QK
i

Uh
5 u1h

5x dxdy + QK
i

Uh
5 u2h

5y dx dy = 0   ( PUh I P0( K i ) ) , ( 10)

  QK
i

T
n
hWhdx dy + kQK

i

T̈
n
h ¨Whdxdy =

    QK
i

T
n- 1
h Whdxdy - kKQK

i

u
n- 1
1h

5T n- 1
h

5x Whdx dy -

    kKQK
i

u
n- 1
2h

5T n- 1
h

5y Whdxdy   ( PW I P1( K i ) )# ( 11)

注意  ( 8) ~ ( 11)是问题 ( Ñ n
h ) 成立的充分条件# 在K i 上, u

n
jh , p

n
h 和T

n
h 可以表示为

  u
n
jh = u

n
ij1K1 + u

n
ij2K2+ u

n
ij 3K3   ( j = 1, 2) , ( 12)

  T
n
h = T

n
i1K1+ T

n
i2K2+ T

n
i3K3, ( 13)

  p
n
h =

1
$K

i
QK

i

p
n
i dxdy , ( 14)

其中 K1, K2和 K3表示面积坐标(参见[ 8] 或[ 9] ) , $K
i
= h

2
/ 2是三角形K i的面积# 则利用面积

坐标的性质(参见[ 8]或[ 9] )可得

  5
5x =

- 2
h

5
5K2

,
5
5y =

2
h

5
5 K2

-
5
5K1

( 15)

注意到 K1+ K2+ K3 = 1可有

  

5K1

5x = 0,
5K2

5x = -
2
h
,
5 K3

5x =
2
h
,

5K1

5y = -
2
h
,
5K2

5y =
2
h
,
5K3

5x = 0,

( 16)

  
5T n

h

5x =
5Tnh
5K1

5K1

5x +
5Tnh
5K2

5K2

5x =
2
h
( T

n
i3 - T

n
i2) , ( 17)

  
5T n

h

5y =
5Tnh
5K1

5K1

5 y +
5Tnh
5K2

5K2

5 y =
2
h
( T

n
i2 - T

n
i1) , ( 18)

  T̈
n
h =

2
h
( T

n
i3- T

n
i2, T

n
i2 - T

n
i1) # ( 19)

这样( 11)可写成

  QK
i

( T
n
i 1K1+ T

n
i2K2+ T

n
i3K3) Kmdxdy +

    2k
hQK

i

( T
n
i3- T

n
i2)

5Km
5x + ( T

n
i 2- T

n
i 1)

5Km
5y dxdy =

    QK
i

( T
n- 1
i1 K1+ T

n- 1
i2 K2+ T

n- 1
i 3 K3) Kmdxdy -

    kKQK
i

( u
n- 1
i11 K1+ u

n- 1
i12 K2+ u

n- 1
i 13 K3)

2
h
( T

n- 1
i 3 - T

n- 1
i2 ) Kmdxdy -
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    kKQK
i

( u
n- 1
i21 K1+ u

n- 1
i22 K2+ u

n- 1
i 23 K3)

2
h
( T

n- 1
i 2 - T

n- 1
i1 ) Kmdxdy

  ( m = 1, 2, 3)# ( 20)

再利用面积坐标的性质可得

26 - 23 1

- 23 50 - 23

1 - 23 26

T
n
i 1

T
n
i 2

T
n
i 3

=

Fi 1

Fi 2

Fi 3

# ( 21)

其中

F i1 = 2Tn- 1
i 1 + T

n- 1
i 2 + T

n- 1
i3 + 2Kh(2un- 1

i 21 + u
n- 1
i22 + u

n- 1
i23 ) ( T

n- 1
i1 - T

n- 1
i 2 ) +

   2Kh (2un- 1
i11 + u

n- 1
i 12 + u

n- 1
i 13 ) ( T

n- 1
i 2 - T

n- 1
i3 ) , ( 22)

F i2 = T
n- 1
i1 + 2T n- 1

i 2 + T
n- 1
i3 + 2Kh( un- 1

i21 + 2un- 1
i22 + u

n- 1
i23 ) ( T

n- 1
i1 - T

n- 1
i 2 ) +

   2Kh ( un- 1
i 11 + 2un- 1

i 12 + u
n- 1
i 13 ) ( T

n- 1
i 2 - T

n- 1
i3 ) , ( 23)

F i3 = T
n- 1
i1 + T

n- 1
i 2 + 2T n- 1

i3 + 2Kh( un- 1
i21 + u

n- 1
i22 + 2un- 1

i23 ) ( T
n- 1
i1 - T

n- 1
i 2 ) +

   2Kh (2un- 1
i11 + u

n- 1
i 12 + 2un- 1

i 13 ) ( T
n- 1
i 2 - T

n- 1
i3 )# ( 24)

解( 21)可得

T
n
i 1 = T

n- 1
i 1 + T

n- 1
i2 + T

n- 1
i 3 + 2Kh( un- 1

i 21 + u
n- 1
i22 + u

n- 1
i23 ) ( T

n- 1
i1 - T

n- 1
i 2 ) +

   2Kh ( u
n- 1
i 11 + u

n- 1
i 12 + u

n- 1
i 13 ) ( T

n- 1
i 2 - T

n- 1
i3 ) / 4 +

   771T
n- 1
i1 + 575T

n- 1
i2 + 479T

n- 1
i3 +

   2Kh (771un- 1
i21 + 575un- 1

i 22 + 479un- 1
i 23 ) ( T

n- 1
i 1 - T

n- 1
i2 ) +

   2Kh (771un- 1
i11 + 575un- 1

i 12 + 479un- 1
i 13 ) ( T

n- 1
i 2 - T

n- 1
i3 ) / 7300, ( 25)

T
n
i 2 = T

n- 1
i 1 + T

n- 1
i2 + T

n- 1
i 3 + 2Kh( u

n- 1
i 21 + u

n- 1
i22 + u

n- 1
i23 ) ( T

n- 1
i1 - T

n- 1
i 2 ) +

   2Kh ( un- 1
i 11 + u

n- 1
i 12 + u

n- 1
i 13 ) ( T

n- 1
i 2 - T

n- 1
i3 ) / 4 +

   575T n- 1
i1 + 675T n- 1

i2 + 575T n- 1
i3 +

   2Kh (575un- 1
i21 + 675un- 1

i 22 + 575un- 1
i 23 ) ( T

n- 1
i 1 - T

n- 1
i2 ) +

   2Kh (575un- 1
i11 + 675un- 1

i 12 + 575un- 1
i 13 ) ( T

n- 1
i 2 - T

n- 1
i3 ) / 7300, ( 26)

T
n
i 3 = T

n- 1
i 1 + T

n- 1
i2 + T

n- 1
i 3 + 2Kh( un- 1

i 21 + u
n- 1
i22 + u

n- 1
i23 ) ( T

n- 1
i1 - T

n- 1
i 2 ) +

   2Kh ( un- 1
i 11 + u

n- 1
i 12 + u

n- 1
i 13 ) ( T

n- 1
i 2 - T

n- 1
i3 ) / 4 +

   479T
n- 1
i1 + 575T

n- 1
i2 + 771T

n- 1
i3 +

   2Kh (479u
n- 1
i11 + 575u

n- 1
i 12 + 771u

n- 1
i 13 ) ( T

n- 1
i 1 - T

n- 1
i2 ) +

   2Kh (479u
n- 1
i21 + 575u

n- 1
i 22 + 771u

n- 1
i 23 ) ( T

n- 1
i 2 - T

n- 1
i3 ) / 7300, ( 27)

与( 21)同理,从( 8) ~ ( 10)可得

2+ 24L 1 - 24L 1 0 0 0 0

1- 24L 2 + 48L 1- 24L 0 0 0 12h

1 1 - 24L 2+ 24L 0 0 0 - 12h

0 0 0 2 + 24L 1- 24L 1 12h

0 0 0 1 - 24L 2+ 48L 1- 24L - 12h

0 0 0 1 1- 24L 2+ 24L 0

0 - 1 1 - 1 1 0 0

@
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u
n
i11

u
n
i12

u
n
i13

u
n
i21

u
n
i22

u
n
i23

p
n
i

=

f i11

f i12

f i13

f i21

f i22

f i23

0

# ( 28)

其中

f i11 = 2h(2un- 1
i 21 + u

n- 1
i 22 + u

n- 1
i 23 ) ( u

n- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) + 2h(2un- 1

i 11 + u
n- 1
i 12 + u

n- 1
i13 ) #

  ( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i 13 ) + (2un- 1

i11 + u
n- 1
i12 + u

n- 1
i 13 ) ,

f i12 = 2h( un- 1
i 21 + 2un- 1

i 22 + u
n- 1
i 23 ) ( u

n- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) + 2h( un- 1

i 11 + 2un- 1
i 12 + u

n- 1
i13 ) #

  ( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i 13 ) + ( u

n- 1
i11 + 2u

n- 1
i12 + u

n- 1
i 13 ) ,

f i13 = 2h( un- 1
i 21 + u

n- 1
i 22 + 2un- 1

i 23 ) ( u
n- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) + 2h( un- 1

i 11 + u
n- 1
i12 + 2un- 1

i13 ) #

  ( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i 13 ) + ( u

n- 1
i11 + u

n- 1
i 12 + 2un- 1

i 13 ) ,

f i21 = K( 2Tni 1+ T
n
i 2+ T

n
i 3) + 2h (2un- 1

i 21 + u
n- 1
i 22 + u

n- 1
i 23 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   2h(2u
n- 1
i11 + u

n- 1
i12 + u

n- 1
i13 ) ( u

n- 1
i 22 - u

n- 1
i 23 ) + (2u

n- 1
i21 + u

n- 1
i22 + u

n- 1
i23 ) ,

f i22 = K( T n
i 1+ 2Tni 2+ T

n
i 3) + 2h ( un- 1

i 21 + 2un- 1
i 22 + u

n- 1
i 23 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   2h( un- 1
i11 + 2un- 1

i12 + u
n- 1
i13 ) ( u

n- 1
i 22 - u

n- 1
i 23 ) + ( u

n- 1
i21 + 2un- 1

i22 + u
n- 1
i23 ) ,

f i23 = K( T n
i 1+ T

n
i 2+ 2Tni 3) + 2h ( un- 1

i 21 + u
n- 1
i 22 + 2un- 1

i 23 ) ( u
n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   2h( u
n- 1
i11 + u

n- 1
i12 + 2u

n- 1
i13 ) ( u

n- 1
i 22 - u

n- 1
i 23 ) + ( u

n- 1
i21 + u

n- 1
i 22 + 2u

n- 1
i23 )# 

解( 28)可得

p
n
i =

1
18( 1+ 36L)

2( un- 1
i 11 - u

n- 1
i 12 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) + ( u

n- 1
i 12 - u

n- 1
i13 )

2
+

  ( u
n- 1
i 21 - u

n- 1
i 22 )

2
+ L( un- 1

i21 - 24un- 1
i22 + 23un- 1

i 23 ) ( u
n- 1
i12 - u

n- 1
i11 ) +

  L( un- 1
i11 - 24un- 1

i 12 + 23un- 1
i 13 ) ( u

n- 1
i13 - u

n- 1
i12 ) +

  L(73un- 1
i 21 - 24un- 1

i 22 - 49un- 1
i23 ) ( u

n- 1
i 21 - u

n- 1
i22 ) +

  L(73u
n- 1
i 11 - 24u

n- 1
i 12 - 49u

n- 1
i13 ) ( u

n- 1
i 22 - u

n- 1
i23 ) +

  1
36h(1 + 36L)

( u
n- 1
i12 - u

n- 1
i 13 ) + ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) + K( Tni 1- T

n
i 2) -

  L( un- 1
i11 - 24un- 1

i 12 + 23un- 1
i 13 ) + LK(73T n

i 1- 24T n
i2- 49T n

i3) +

  L(73u
n- 1
i 21 - 24u

n- 1
i 22 - 49u

n- 1
i23 ) , ( 29)

u
n
i13 =

2h(1 + 48L)
3(1+ 24L) (1+ 36L) (1 + 72L)

2( un- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) +

   ( un- 1
i21 - u

n- 1
i22 )

2
+ L( un- 1

i 21 - 24un- 1
i 22 + 23un- 1

i23 ) ( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i11 ) +

   ( un- 1
i12 - u

n- 1
i13 )

2
+ L( un- 1

i 11 - 24un- 1
i 12 + 23un- 1

i13 ) ( u
n- 1
i 13 - u

n- 1
i12 ) +

   L( 73u
n- 1
i21 - 24u

n- 1
i22 - 49u

n- 1
i 23 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   L( 73un- 1
i11 - 24un- 1

i12 - 49un- 1
i 13 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) +
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   1+ 48L
3(1+ 24L) ( 1+ 36L) (1 + 72L)

( u
n- 1
i12 - u

n- 1
i13 ) + ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   K( T n
i1- T

n
i2) - L( un- 1

i 11 - 24un- 1
i12 + 23un- 1

i13 ) +

   LK(73T n
i1- 24T n

i2- 49Tni 3) + L(73un- 1
i21 - 24un- 1

i 22 - 49un- 1
i 23 ) +

   1
1+ 72L

2hun- 1
i 23 ( u

n- 1
i 11 - u

n- 1
i 12 ) + 2hun- 1

i13 ( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i 13 ) + u

n- 1
i13 +

   24L
1+ 72L

2h ( u
n- 1
i 21 + u

n- 1
i 22 + u

n- 1
i 23 ) + ( u

n- 1
i11 - u

n- 1
i 12 ) +

   2h( un- 1
i 11 + u

n- 1
i12 + u

n- 1
i13 ) ( u

n- 1
i 12 - u

n- 1
i 13 ) + ( u

n- 1
i11 + u

n- 1
i12 + u

n- 1
i 13 ) +

   24L
(1+ 24L) (1+ 72L)

2h ( u
n- 1
i 23 - u

n- 1
i 21 ) ( u

n- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) +

   2h( un- 1
i 13 - u

n- 1
i11 ) ( u

n- 1
i12 - u

n- 1
i 13 ) + u

n- 1
i13 - u

n- 1
i11 , (30)

u
n
i12 = - 2uni13+

2h
3(1 + 24L) (1+ 36L)

2( un- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) ( u

n- 1
i 22 - u

n- 1
i 23 ) +

   ( un- 1
i21 - u

n- 1
i22 )

2
+ L( u

n- 1
i 21 - 24u

n- 1
i 22 + 23u

n- 1
i23 ) ( u

n- 1
i 12 - u

n- 1
i11 ) +

   ( un- 1
i12 - u

n- 1
i13 )

2
+ L( u

n- 1
i 11 - 24u

n- 1
i 12 + 23u

n- 1
i13 ) ( u

n- 1
i 13 - u

n- 1
i12 ) +

   L( 73un- 1
i21 - 24un- 1

i22 - 49un- 1
i 23 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   L( 73un- 1
i11 - 24un- 1

i12 - 49un- 1
i 13 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) +

   1
3(1+ 24L) ( 1+ 36L)

( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i 13 ) + ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i 22 ) +

   K( T n
i1- T

n
i2) - L( un- 1

i 11 - 24un- 1
i12 + 23un- 1

i13 ) +

   LK(73T n
i1- 24T n

i2- 49Tni 3) + L(73un- 1
i21 - 24un- 1

i 22 - 49un- 1
i 23 ) +

   2h( un- 1
i 12 + u

n- 1
i12 + u

n- 1
i13 ) ( u

n- 1
i 11 - u

n- 1
i 12 ) + u

n- 1
i11 + u

n- 1
i12 + u

n- 1
i13 +

   2h( u
n- 1
i 11 + u

n- 1
i12 + u

n- 1
i13 ) ( u

n- 1
i 12 - u

n- 1
i 13 ) +

   1
1+ 24L

2h ( un- 1
i 23 - u

n- 1
i 21 ) ( u

n- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) +

   2h( u
n- 1
i 13 - u

n- 1
i11 ) ( u

n- 1
i12 - u

n- 1
i 13 ) + u

n- 1
i13 - u

n- 1
i11 , (31)

u
n
i11 = u

n
i13-

2h
3(1+ 24L) (1 + 36L)

2( un- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) +

   ( un- 1
i21 - u

n- 1
i22 )

2
+ L( u

n- 1
i 21 - 24u

n- 1
i 22 + 23u

n- 1
i23 ) ( u

n- 1
i 12 - u

n- 1
i11 ) +

   ( un- 1
i12 - u

n- 1
i13 )

2
+ L( un- 1

i 11 - 24un- 1
i 12 + 23un- 1

i13 ) ( u
n- 1
i 13 - u

n- 1
i12 ) +

   L( 73un- 1
i21 - 24un- 1

i22 - 49un- 1
i 23 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   L( 73un- 1
i11 - 24un- 1

i12 - 49un- 1
i 13 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) -

   1
3(1+ 24L) ( 1+ 36L)

( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i 13 ) + ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i 22 ) + K( T n

i1- T
n
i2) -

   L( un- 1
i 11 - 24un- 1

i12 + 23un- 1
i13 ) + LK(73T n

i1- 24Tni 2- 49T n
i3) +

   L( 73un- 1
i21 - 24un- 1

i22 - 49un- 1
i 23 ) -

   1
1+ 24L

2h ( u
n- 1
i 23 - u

n- 1
i 21 ) ( u

n- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) +

   2h( u
n- 1
i 13 - u

n- 1
i11 ) ( u

n- 1
i12 - u

n- 1
i 13 ) + u

n- 1
i13 - u

n- 1
i11 , (32)

u
n
i23 =

16hL
(1 + 24L) (1+ 36L) (1 + 72L)

2( un- 1
i11 - u

n- 1
i 12 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) +
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   ( un- 1
i21 - u

n- 1
i22 )

2
+ L( un- 1

i 21 - 24un- 1
i 22 + 23un- 1

i23 ) ( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i11 ) +

   ( un- 1
i12 - u

n- 1
i13 )

2
+ L( un- 1

i 11 - 24un- 1
i 12 + 23un- 1

i13 ) ( u
n- 1
i 13 - u

n- 1
i12 ) +

   L( 73un- 1
i21 - 24un- 1

i22 - 49un- 1
i 23 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   L( 73un- 1
i11 - 24un- 1

i12 - 49un- 1
i 13 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) +

   8L
(1+ 24L) (1+ 36L) (1 + 72L)

( u
n- 1
i12 - u

n- 1
i 13 ) + ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   K( T n
i1- T

n
i2) - L( un- 1

i 11 - 24un- 1
i12 + 23un- 1

i13 ) +

   LK(73T n
i1- 24T n

i2- 49Tni 3) + L(73un- 1
i21 - 24un- 1

i 22 - 49un- 1
i 23 ) +

   1
1+ 72L

KT n
i 3+ u

n- 1
i23 + 2hun- 1

i23 ( u
n- 1
i 21 - u

n- 1
i 22 ) + 2hun- 1

i13 ( u
n- 1
i22 - u

n- 1
i 23 ) +

   24L
1+ 72L

K( Tni 1+ T
n
i 2+ T

n
i 3) + 2h ( un- 1

i 21 + u
n- 1
i 22 + u

n- 1
i23 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i 22 ) +

   2h( un- 1
i 11 + u

n- 1
i12 + u

n- 1
i13 ) ( u

n- 1
i 22 - u

n- 1
i 23 ) + u

n- 1
i21 + u

n- 1
i22 + u

n- 1
i23 +

   24L
(1+ 24L) (1+ 72L)

K( Tni 3- T
n
i 1) + 2h( un- 1

i 23 - u
n- 1
i 21 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i 22 ) +

   2h( un- 1
i 13 - u

n- 1
i11 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i 23 ) + u

n- 1
i23 - u

n- 1
i21 , (33)

u
n
i22 = - 2uni23+

2h
3(1 + 24L) (1+ 36L)

2( un- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) ( u

n- 1
i 22 - u

n- 1
i 23 ) +

   ( un- 1
i21 - u

n- 1
i22 )

2
+ L( un- 1

i 21 - 24un- 1
i 22 + 23un- 1

i23 ) ( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i11 ) +

   ( un- 1
i12 - u

n- 1
i13 )

2
+ L( un- 1

i 11 - 24un- 1
i 12 + 23un- 1

i13 ) ( u
n- 1
i 13 - u

n- 1
i12 ) +

   L( 73un- 1
i21 - 24un- 1

i22 - 49un- 1
i 23 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   L( 73un- 1
i11 - 24un- 1

i12 - 49un- 1
i 13 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) +

   1
3(1+ 24L) ( 1+ 36L)

( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i 13 ) + ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i 22 ) + K( T

n
i1- T

n
i2) -

   L( un- 1
i 11 - 24un- 1

i12 + 23un- 1
i13 ) + LK(73T n

i1- 24Tni 2- 49T n
i3) +

   L( 73un- 1
i21 - 24un- 1

i22 - 49un- 1
i 23 ) + 2h( un- 1

i 21 + u
n- 1
i22 + u

n- 1
i23 ) ( u

n- 1
i 21 - u

n- 1
i 22 ) +

   2h( un- 1
i 11 + u

n- 1
i12 + u

n- 1
i13 ) ( u

n- 1
i 22 - u

n- 1
i 23 ) + u

n- 1
i21 + u

n- 1
i22 + u

n- 1
i23 +

   K( T n
i1+ T

n
i2+ T

n
i3) +

1
1 + 24L

2h( un- 1
i23 - u

n- 1
i21 ) ( u

n- 1
i 21 - u

n- 1
i 22 ) +

   K( T n
i3- T

n
i1) + 2h( u

n- 1
i13 - u

n- 1
i11 ) ( u

n- 1
i 22 - u

n- 1
i 23 ) + u

n- 1
i23 - u

n- 1
i21 , (34)

u
n
i21 = u

n
i23-

2h
3(1+ 24L) (1 + 36L)

2( u
n- 1
i11 - u

n- 1
i12 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) +

   ( un- 1
i21 - u

n- 1
i22 )

2
+ L( un- 1

i 21 - 24un- 1
i 22 + 23un- 1

i23 ) ( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i11 ) +

   ( un- 1
i12 - u

n- 1
i13 )

2
+ L( un- 1

i 11 - 24un- 1
i 12 + 23un- 1

i13 ) ( u
n- 1
i 13 - u

n- 1
i12 ) +

   L( 73un- 1
i21 - 24un- 1

i22 - 49un- 1
i 23 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +

   L( 73u
n- 1
i11 - 24u

n- 1
i12 - 49u

n- 1
i 13 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i23 ) -

   1
3(1+ 24L) ( 1+ 36L)

( u
n- 1
i 12 - u

n- 1
i 13 ) + ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i 22 ) +

   K( T n
i1- T

2
i2) - L( un- 1

i 11 - 24un- 1
i 12 + 23un- 1

i13 ) +

   LK(73T n
i1- 24T n

i2- 49Tni 3) + L(73un- 1
i21 - 24un- 1

i 22 - 49un- 1
i 23 ) -

   1
12+ 24L

K( T n
i 3- T

n
i 1) + 2h ( un- 1

i 23 - u
n- 1
i 21 ) ( u

n- 1
i21 - u

n- 1
i22 ) +
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   2h( un- 1
i 13 - u

n- 1
i11 ) ( u

n- 1
i22 - u

n- 1
i 23 ) + u

n- 1
i23 - u

n- 1
i21 # (35)

结合( 25) ~ ( 27)和( 29) ~ ( 35)即得问题( Ñ)基于混合元法的差分格式# 

3  数值例子 ) ) ) 封闭方腔自然对流的求解

本节我们以空气在封闭方腔自然对流的求解为数值例子,说明基于混合元法的差分格式

的有效性# 边界的上 ( u = v = 0, T = 1) 下( u = v = 0, T = 0) 是两个恒温壁, 边界的左( u

= v = 0, T (0, y , t ) = T (0) ) 右( u = v = 0, T (1, y , t ) = T (1) ) 两边是两个绝热壁,如图2所

示# 方腔为空气,由于上下是两个恒温壁差引起自然对流# 假定 �8 = [ 0, 1] @ [ 0, 1] ,将其剖

分成 100 @ 100个小正方形然后连接一对角成为直角三角形# 所以 h = k = 0. 01, 相应的差

分格式如下:

u
n
1h (0, l ) = u

n
1h (100, l ) = u

n
2h (0, l ) = u

n
2h (100, l ) = 0   (0 [ l [ 100) ;

u
n
1h ( s, 0) = u

n
1h( s , 100) = u

n
2h ( s, 0) = u

n
2h( s , 100) = 0   (0 [ s [ 100) ;

u
n
j h( s , l ) = [ u

n
2l+ 100(s- 1) , j, 2+ u

n
2l+ 100( s- 1)+ 1, j , 3+ u

n
2l+ 100( s- 1)+ 2, j , 1+

 u
n
2l+ 100s- 1, j , 1+ u

n
2l+ 100s , j, 3+ u

n
2l+ 100s+ 1, j , 2] / 6

    (1 [ s [ 99, 1 [ l [ 99, j = 1, 2) ;

T
n
h (0, l ) = 0; Tnh (100, l ) = 0   ( 0 [ l [ 100) ;

T
n
h ( s, 0) = 0; T n

h( s , 100) = 1   (0 [ s [ 100) ;

T
n
h ( s, l ) = [ T

n
2l+ 100( s- 1) , 2+ T

n
2l+ 100( s- 1)+ 1, 3+ T

n
2l+ 100( s- 1)+ 2, 1+

  T
n
2l+ 100s- 1, 1+ T

n
2l+ 100s + T

n
2l+ 100s+ 1, 2] / 6

    (1 [ s [ 99, 1 [ l [ 99) ;

利用上式计算得出不同 Rayleigh数的结果如图 3至图 5所示# 

   Ra = 10 000               Ra = 100 000

图 3 在不同的 Ra 值时速度向量的流线

结论  与现有的其他差分格式(如[ 1]和[ 2] )比较可见,我们的数值结果对速度和温度只

用一次元而压力用的零次元就很理想# 特别是我们的基于混合有限元法的差分格式能处理较

小的粘性数即较大的 Ra数(例如, Ra = 100 000)的情形,并且能同时求出速度、压力和温度的

数值解# 
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   Ra = 10 000               Ra = 100 000

图 4  在不同的 Ra 值时温度分布

   Ra = 10 000               Ra = 100 000

图 5  在不同的 Ra 值时压力分布
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Difference Scheme and Numerical Simulation

Based on Mixed Finite Element Method for

Natural Convection Problem
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Abstract: The non stationary natural convection problem is studied. A lowest order finite difference

scheme based on mixed finite element method for non stationary natural convection problem, by the

spatial variations discreted with finite element method and time with finite difference scheme was de-

rived, where the numerical solution of velocity, pressure, and temperature can be found together, and a

numerical example to simulate the close square cavity is given, which is of practical importance.

Key words: nutural convection equation; mixed element method; finite difference scheme
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