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摘要: � 系统探讨了种间制约作用的二维非线性动力系统的机理与过程, 从生物力学角度扩展了

Lotka_Volterra模型,建立了包含种间作用与反作用的二维非线性自治、非自治动力系统新模型, 分

析了该动力系统平衡点的稳定性、周期解的存在性与稳定性,并对其动力学过程进行了数值模拟

试验研究�� 结果表明两生物种群间作用效率的大小、作用系数与反作用系数变化的同向与异向性

和作用力时变等对动力系统稳定性都有一定影响, 种间作用效率变大或变小, 以及作用系数与反

作用系数的异向变化都导致动力系统的不稳定, 致使两种生物难以生存, 而相互作用力时变则对

系统的稳定起促进作用��

关 � 键 � 词: � 二维非线性动力系统; � 种间作用; � 作用力; � 数值模拟

中图分类号: � Q141� � � 文献标识码: � A

引 � � 言
在生物力学中, 种间相互作用可以归结为动力系统,并用二维非线性动力系统的一些模型

来描述两生物种群相互作用的机理与过程[ 1, 2, 3]�� 种间作用不仅包含了一个种对另一个种的

作用力,而且包含环境外力因子的影响�� 该种动力系统从作用机理上可分为捕食系统、竞争系

统与互惠共生系统等,其中捕食者_猎物系统一直是生态学研究中倍受重视的问题�� 对此, Lot-

ka_Volterra曾提出如下经典的数学模型
[ 1]��

� �
�x = rx - �xy ,

�y = - qy + f�xy ,
( 1)

式中, x、y 分别表示猎物和捕食者的密度, r 和f 分别为猎物内禀增长率和捕食者生殖率, �为

压力系数,表示捕食者发现和进攻猎物的效率, q 为捕食者没有猎物时的瞬间死亡率��

该模型曾得到较广泛的应用
[ 4~ 5]�� 然而在以上模型的建模机理中, 忽略了捕食者_猎物动

力系统中猎物对捕食者的反作用力,即猎物的反捕食行为, 也没有考虑捕食者随猎物密度变化

而产生的食谱转换, 以及生境异质性导致的环境外力作用的变化�� 而这些现象是生物界普遍
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存在的�� 为此,我们扩展Lotak_Volterra模型,从生物力学角度建立一些新模型, 并通过定性分

析及数值模拟, 来揭示其种间作用机理与过程��

1 � 密度制约和猎物反捕食作用下的捕食者_猎物
� � � 动力系统的改进模型及其定性分析

在环境因素外力作用相对稳定的情况下,种内竞争的存在必然产生密度制约作用�� 因此,

在Lotak_volterra模型中引入猎物的种内竞争效应, 可得如下模型:

� �
�x = P ( x , y ) = rx 1-

x
K

- axy ,

�y = Q( x , y ) = - qy + f axy ,

( 2)

其中, a 为x 与 y 相互抑制作用系数, - rx
2
/ K 表示猎物密度的制约作用, K 为其环境容量,其

余变量含义同模型( 1) ,且所有参数皆大于零��

若令
�x = 0

�y = 0
,则该系统有三个平衡点 O(0, 0) , M ( K , 0) , N ( q / f a, r/ a - rq / fKa

2
)�� 当 a

< q / fK 时, 系统有两个平衡点 O(0, 0) 和 M( K , 0) ,前者为不稳定的鞍点, 后者为渐进稳定平

衡点�� 当 a > q/ (fK ) 时, 系统(2) 有三个平衡点

� � O(0, 0) , M( K , 0) , N ( q/ (f a) , r / a - ( rq) / (fKa)
2
) ,

其中前两个是不稳定的鞍点, 第三个是渐进稳定平衡点��

实际上,捕食者_猎物系统的进化是一种协同进化,即在生物进化过程中, 为了捕获猎物,

捕食者不断提高自身素质和捕食技能, 与此同时, 猎物也逐渐产生了许多行为以抵制捕食者的

捕食作用�� 从生物动力学角度看, 这是捕食者_猎物动力系统中的一对作用力与反作用力�� 因

此,在具有密度制约的Lotka_volterra模型中引入捕食者对猎物的作用系数和猎物对捕食者的

反作用系数,可得如下模型:

� �
�x = P ( x , y ) = rx 1-

x
K

- �xy (1- �) ,

�y = Q( x , y ) = - qy + f�xy (1- �) ,

( 3)

其中, �为y 对x 的作用系数, �为x 对 y 的反作用系数,其余变量同前��

该系统的平衡点及其稳定状态同前所述�� 于是有下述命题成立��

� � 命题 � ( � )当 �(1- �) < q / fK 时,对 �x ( t 0) , y ( t 0) , � t1 > t 0,使得 y ( t ) = 0( t � t 1)

恒成立�� 若 x ( t 0) � 0, 则 � t 2> t 0, 使得当 t � t 2时成立 x ( t ) � K ; ( �)当 �(1- �) > q/ fK

时, 对 �x ( t 0) � 0, y ( t 0) � 0, � t 3> t0,使得 t � t3时,有 x ( t ) = x
*

, y ( t ) = y
* 恒成立( x

*
,

y
*
是常数且 x

*
y
* � 0) ��

2 � 种间抑制作用的二维非线性非自治动力系统的
� � 新模型及其周期解的存在性和稳定性分析

由于捕食者_猎物系统并非全象方程组( 2)所描述的那样, x , y 以恒定作用效率产生抑制

作用�� 在自然界长期生物进化过程中猎物( x ) 产生了许多反捕食行为(猎物的拟态、隐蔽性、

视觉多态、散发异味儿) , 另外, 生存环境的空间异质性变化, 导致捕食者( y ) ,猎物( x ) 在斑块
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生境间产生迁移,以及生存环境的时间异质性等诸多因素形成的外力作用,使得 x 与 y 的作用

效率随时间 t 而波动�� 这一生态学现象有助于维持系统的稳定�� 故在长期自然选择过程中形

成,并保留下来�� 为此,提出下述种间相互抑制作用的非自治动力系统模型:

� �
�x = P ( x , y ) = rx 1-

x
K

- a�| sint |�xy ,

�y = Q( x , y ) = - qy + f a�| sint |�xy ,

( 4)

其中, a为相互制约作用效率的最大值, | sint | 表示其时间梯度上的波动性,其余变量同模型

( 2)��

2. 1 � 周期性的存在性
定理 � 系统( 4)至少存在一个周期解,且该周期解的周期是 n���

证明 � 经分析知,在一定的参数取值范围内, 系统( 4)满足周期激励耗散系统周期解的存

在定理[ 6]中系统所必需满足的充分条件�� 故系统( 4)至少存在一个周期为 n�的周期解, 记为

( �x ( t ) , �y ( t ) ) ��

2. 2 � 周期解的稳定性

设系统( 4)在 t = t 0时有通过点 P
*

( x
*

, y
*

) 的周期解( �x ( t ) , �y ( t ) ) , 其周期 n��� 则

� � �x ( t ) = x ( x
*

, y
*

, t ) , �y ( t ) = y ( x
*

, y
*

, t )��

记

� � a�=
�x ( x

*
, y

*
, t 0+ n�)

�x
* , b�=

�x ( x
*

, y
*

, t0+ n�)
�y

* ,

� � c� =
�y ( x

*
, y

*
, t 0+ n�)

�x
* , d� =

�y ( x
*

, y
*

, t 0+ n�)
�y

* ,

则可根据矩阵 A =
a� b�

c� d�
的特征根 �1, �2的情况来判断周期解( �x ( t ) , �y ( t ) ) 的稳定性�� 有

以下四种情况:

�1�当 | �1 | < 1, | �2 | < 1,周期解( �x ( t ) , �y ( t ) ) 是完全稳定的��

�2�当 | �1 | > 1, | �2 | > 1,周期解( �x ( t ) , �y ( t ) ) 是完全不稳定的��

�3�当 �1 > 1 > �2 > 0,周期解( �x ( t ) , �y ( t ) ) 为正不稳定的��

�4�当 �1 < - 1 < �2 < 0, 周期解( �x ( t ) , �y ( t ) ) 为逆不稳定的��

3 � 动力学过程的数值模拟试验分析[ 7~ 11]

为了定量研究种间抑制作用动力系统模型所描述的作用机理与生态学过程,可选取参数

r = 0�15, q = 0�06, K = 30, f = 0�45来分析非线性动力系统(2)、(3)、(4) 的动态行为,特别模

拟分析了: ( � ) 系统(2) 中相互作用系数 a ,以及系统(4) 中作用力时变项 ��| sint | 分别对两

系统稳定性所产生的影响; ( �) 系统(3) 中作用系数 �和反作用系数 �同向、异向变化分别对

该系统稳定性的影响; ( �)系统( 4)周期解的性态��

3. 1 � 模拟分析相互作用系数 a、作用力时变项 a�| sint | 分别对系统( 2)、( 4)稳定性的影响

在这一组试验中选取系统初值为 x (0) = 10, y (0) = 4,时间 t � [ 0, 1 000]�� 对 �= 0�01、
0�05、0�1三种情况进行了模拟,结果如图 1~ 4所示��

�1�当 a = 0. 01时,系统(4) 的数值解 x ( t ) , y ( t ) ,及其轨线 y ( t ) 如图1( a)、1( b) 所示;相

应地,系统(2) 的数值解 x ( t ) , y ( t ) ,及其轨线 y ( t ) 如图1( c)、1( d)所示��
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( a) 系统( 4)的时程图 � � � � � � � � � � ( b) 系统( 4)的相轨迹图

( c) 系统( 2)的时程图 � � � � � � � � � � ( d) 系统( 2)的相轨迹图

图 1 � a = 0. 01时, 非线性系统( 2)和( 4)的动态行为

由图 1可知,系统( 2)的解 x ( t ) , y ( t ) 经过一定时间后稳定于一常态

� �
x ( t ) � x ( tT )

y ( t ) � y ( tT ) � ( t � tT > t0)
,

且当 t = tT时,其轨线也稳定于一点; 而系统(4) 所确定的数值解 x ( t ) , y ( t ) 经一定时间后,在

某一固定值处以微小幅度上、下波动,该微小振幅不随时间发生变化, ( x , y ( x ) ) 渐近并最终稳

定于某一闭轨, 该闭轨所围区域的大小与幅振大小相对应,即当 t �+ � 时,系统的运动趋于

极限周期振动��

�2�当 a = 0. 05时, 系统( 2)、( 4)决定的动态行为分别如图 2( c)、( d)和图 2( a)、( b)所

示��

( a) 系统( 4)的时程图 � � � � � � � � � � ( b) 系统( 4)的相轨迹图

此时,系统( 2)的数值解 x ( t ) , y ( t ) 随时间减幅振荡,轨线( x , y ( x ) ) 渐近于平衡点N ( q / ( fa) ,

r / a - rq/ ( fK a)
2
) ;系统(4) 的数值解 x ( t ) , y ( t ) 也随时间减幅振荡,但减幅速率明显快于系

统( 2) , 这是两种群间相互抑制作用时变产生的稳定效应, 其轨线以较快速振动地渐近于某一

闭轨��
�3�当 a = 0. 1时,系统( 2)、( 4)的动态行为分别见图 3( c)、( d)和图3( a)、( b)所示��

系统( 2)的数值解 x ( t ) , y ( t ) 增幅振荡,其振荡频率较前面两种情况都快, 轨线多处与坐标轴

相切,即该生态系统不能长期生存;而系统(4) 的数值解 x ( t ) , y ( t )虽仍为减幅振荡,但是经久

不衰, 轨线也非常缓慢的速度趋于闭轨(周期解) , 这是由于较大的相互制约作用效率 a所致��
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( c) 系统( 2)的时程图 � � � � � � � � � � ( d) 系统( 2)的相轨迹图

图 2 � a = 0. 05时, 非线性系统( 2)和( 4)的动态行为

( a) 系统( 4)的时程图 � � � � � � � � � � ( b) 系统( 4)的相轨迹图

( c) 系统( 2)的时程图 � � � � � � � � � � ( d) 系统( 2)的相轨迹图

图 3 � a = 0. 1时, 非线性系统( 2)和( 4)的动态行为

综上,若种间抑制作用太大,则从 t = t 0开始可能有 x ( t ) = 0和 y ( t ) = 0随时间交替出

现的情况,其揭示的生态学机理是较大的作用力使一种群灭绝(如猎物种) ,从而引起另一种灭

绝�� 若这种抑制作用是时变的,则可缓减灭绝风险�� 反之,当种间抑制作用太小,较弱的作用

力会导致一个种的大爆发,和另一种的灭亡, 如图 4( a)、图 4( b)所示��

( a) 时程图 � � � � � � � � � � � � � � � � ( b) 相轨迹图

图 4� a = 0. 007 时,系统( 4)的时程图( a)和相轨迹图( b)

3. 2 � 模拟分析作用系数 �和反作用系数�同向、异向变化对系统( 3)稳定性的影响

在该试验中仍然选取系统初值为 x (0) = 10, y (0) = 4,时间 t � [ 0, 1 000]�� 以 �= 0�05、
�= 0�5作为对照基准,分别模拟了当 �增大到 0�1时, �从 0�5增大到 0�7和减小到 0�1的情
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况,以及当 �减小到0�01时, �从 0�5增大到0�6和减小到 0�1的情况,结果如图 5所示��

( a) �= 0. 05, �= 0. 5 � � � � � � � ( b) � = 0. 1, � = 0. 1

( c) � = 0. 1, �= 0. 7 � � ( d) � = 0. 01, � = 0. 6 � � ( e) � = 0. 01, � = 0. 6

图 5� 作用系数 �的反作用系数�对系统( 3)的动态行为的影响

从图5中可知,当 �增大或减小时, �也适度地增大或减小有利于系统的稳定, 若 �是从相反的

方向变化,则可能导致系统的不稳定�� 由此可知,当其它参数固定时,作用系数 �和反作用系

数 �的大小关系对系统的稳定性起着决定性的作用��

3. 3 � 模拟分析系统( 4)周期解的性态

在这一组试验中选取若干初值来模拟该系统数值解的性态,结果如图 6所示��

� � � ( a) x (0) = 10, y ( 0) = 4 � � � ( b) x (0) = 2, y ( 0) = 2 � � � ( c) x (0) = 2. 1, y (0) = 2. 17

( d) Poincar�截面 � � � � � � � � � � � � ( e) 功率谱

x (0) = 2. 1, y (0) = 2. 17

图 6 � 系统( 4)数值解的性态

从图 6( a)、6( b)中可知,系统的过定点 P
*

(10, 4, 0) , Q
*

(2, 2, 0) 的运动当 t �+ � 时,都

渐近趋于某种周期运动(过点 R(2�1, 2�17) ) 而过定点 R
*

(2�1, 2�17, 0) 的运动��
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当 t �+ � 时几乎不发生任何变化, 如图 6( c) 所示 �� 图 6( d)、( e) 分别是初值为

x (0) = 2�1
y (0) = 2�17

的系统的 Poincar�截面 ( t = 0) 以及过该初值点的数值解的功率谱�� 功率谱由

许多离散的谱线构成, Poincar�截面上仅有一点(在一定的计算精度下) , 这表明该数值解是周

期解,且其周期为 �, 因此, 在 t = 0时过定点 R(2�1, 2�17) 的数值解是系统的一个近似周期

解�� 通过大量的数值模拟知,该周期解附近的其它解当 t �+ � 时,都有如图 6( a)、6( b)所示

的性态,所以该周期解是完全稳定的��

4 � 结 � � 语

本文由经典的Lotka_Volterra模型出发,通过对种间生态学作用机理与过程的分析,从生物

力学角度建立了三个二维非线性动力系统的新模型,并进行了定性分析和数值模拟试验分析,

分析结果如下:

�1�两生物种群间作用效率变大或变小都导致动力系统不稳定��

�2�捕食者对猎物的作用系数和猎物对捕食者的反作用系数同向变化有利于动力系统的

稳定��

�3�两生物种群间作用力时变对系统的稳定起促进作用��

�4�文中通过数值模拟找到了非线性自治系统的近似周期解, 它是过定点 R ( 2�1, 2�17)
的数值解,且该近似周期解是完全稳定的��
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Abstract: The mechanism and the course of two_dimensional nonlinear dynamic system of interspe-

cific interaction were dealt with systematically. By extending the Lotka_Volterra model from the view-

point of biomechanics, it developed new models of two_dimensional nonlinear autonomous and nonau-

tonomous dynamic systems, with its equilibrium point� s stability and the existence and stability of its

periodical solutions analyzed, and did numerical simulation experiments on its dynamics course. The

results show that efficiency of interaction between two populations, time_varying effort, and change d-i

rection of action coefficient and reaction coefficient have important influences on the stability of dy-

namic system, that too large or too small interspecific interaction efficiency and contrary change direc-

tion of action coefficient and reaction coefficient may result in the nonstability of the system, and thus

it is difficult for two populations to coexist, and that time_varying active force contributes to system

stability.

Key words: two_dimensional nonlinear dynamic system; interspecific interaction; effort; numerical

simulation
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