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弹性力学求解体系的研究
X

罗建辉,  刘光栋,  尚守平

(湖南大学 土木工程学院,长沙 410082)

(龙驭球推荐)

摘要:  证明了弹性力学求解体系的微分形式与积分形式的等价关系, 建立了统一求解体系构架# 

新体系包括微分形式、积分形式及混合形式# 利用微分形式与积分形式的等价关系, 导出了各种

变分原理# 提出了广义虚功方程和广义虚函数的概念# 
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引   言

传统的弹性力学求解通常遵循两种不同的思路
[ 1~ 12]# 一种是从微分方程出发,基于点的

求解方法# 另一种是从能量原理出发, 基于整体的求解方法# 文中证明了弹性力学求解体系

的微分形式与积分形式的等价关系,建立了统一求解体系构架# 在新体系中,可以微分形式或

积分形式独立出现, 也可以二者的混合形式出现# 文中揭示了一系列的对偶关系# 对于文

[ 13]由哈密顿体系导出的弹性力学求解新体系, 本文用微分形式导出了对偶微分方程组, 用混

合形式导出了相应的变分原理# 

1  微分形式与积分形式及二者的等价关系

1. 1  弹性力学求解的微分形式

1. 1. 1  基本方程(在域 V 内)

1) 平衡方程

  L
T R+ f = 0, ( 1)

2) 几何方程

  E= L$# ( 2)

3) 物理方程

  R =
5 U0

5E   ( U0( E) 为应变能比能)# ( 3)

式中, 位移 $ = u  v  w
T
, 应力 R = Rx  Ry  Rz  Syz  Szx  Sxy

T
, 应变 E =

Ex  Ey  Ez  Cyz  Czx  Cxy
T
, 体力 f = X  Y  Z

T
, 对偶微分算子矩阵 L
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1. 1. 2  边界条件(在边界 S 上, S = Su+ SR )

1) 位移边界(在 Su 上)

  $- �$ = 0, ( 4)

2) 应力边界(在 SR上)

  TR- F0 = 0, ( 5)

式中,给定的位移 �$ = �u  �v  �w T
,给定的面力 F0 = �X 0  �Y 0  �Z 0

T
,方向余弦矩阵 T

  T =

l 0 0 0 n m

0 m 0 n 0 l

0 0 n m l 0

# 

1. 2  弹性力学求解的积分形式
1. 2. 1  基本方程

1) 平衡方程

  QQQV
$* T

( L
T R+ f )d V = 0, ( 6)

2) 几何方程

  QQQV
R* T

( E- L$) dV = 0, ( 7)

3) 物理方程

  QQQV
E* T

R-
5U0

5E d V = 0, ( 8)

1. 2. 2  边界条件
1) 位移边界

  QQS
u

( $- �$) T TR* dS = 0, ( 9)

2) 应力边界

  QQS
R

$
* T

( F0- TR)dS = 0, ( 10)

$* 、R* 、E* 是任意函数向量,具有与 $、R、E对应的相同量纲# 

1. 3  微分形式与积分形式的等价关系

( 1) ~ ( 5)是弹性力学求解的微分形式, ( 6) ~ ( 10)是弹性力学求解的积分形式# 可以证明

( 1) ~ ( 5)与( 6) ~ ( 10)的对应表达式是等价的# 

显然,若( 1) ~ ( 5)成立, 则( 6) ~ ( 10)成立# 

若( 6) ~ ( 10)成立,则( 1) ~ ( 5)成立# 用反证法证明# 

不失一般性,以( 6)为例# 若( 1)在域内的某一子域不成立,即 L
T R+ f X 0,可以找到适当

的函数 $* 使得( 6)不成立,矛盾# 所以( 1)成立# 

求解体系的一般的形式是混合形式# 由于( 1) ~ ( 5)与( 6) ~ ( 10)的等价性,两种形式其对
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应项任取其一均可# 微分形式与积分形式可以视为混合形式的特例# 

2  虚功方程

2. 1  广义虚功方程

对于积分形式( 6) ~ ( 10) , 其积分式的量纲是功的量纲# 所以( 6) ~ ( 10)也可称之广义虚

功方程# $* 、R* 、E* 可分别为广义虚位移、广义虚应力、广义虚应变, 其具有任意性、虚拟性

# 

广义虚功方程可以使用组合表达式# ( 6) ~ ( 10)能用其中几个表达式组成一个新的组合

表达式,组合表达式与原来的几个表达式等价# 例如, 由( 6) ~ ( 10)得

  QQQV
$* T

( L
T R+ f )dV + QQQV

R* T
( E- L$)dV + QQQV

E* T
R -

5 U0

5E
dV +

    QQS
u

( $- �$)T TR* dS + QQS
R

$* T
( F0- TR)dS = 0# ( 11)

显然,若( 6) ~ ( 10)成立, 则( 11)成立# 若( 11)成立,第一步可知( 6)、( 7)、( 8)三式成立# 

由于广义虚函数的任意性,对( 11)前三项中某一项积分式而言,取其他 4项积分式中广义虚函

数为零,则可以得到( 6) ~ ( 8)中的某一对应式# 第二步,可知( 9)、( 10)也成立# 所以, ( 1) ~

( 5)、( 6) ~ ( 10)、( 11)之间相互等价# 

混合形式中的积分形式部分, 即在( 6) ~ ( 10)中的选项还可根据需要使用组合表达式# 利

用组合表达式, 可以推导虚功原理和各种变分原理# 

2. 2  虚功方程

对于受力物体, 如果有一组应力 R满足平衡方程和应力边界条件,即满足积分形式(6) 和

(10)# 而另一组位移 $
*
和应变 E

*
满足几何方程( 2)和位移边界条件( 4) ,即

  E* = L$*   (在域 V 内) , ( 12)

  $
*
- �$ = 0   (在 Su 上) # ( 13)

由( 6)和( 10)得组合式

  QQS
u

$* T
( L

T R+ f )d V+ QQS
R

$* T
( F0- TR)dS = 0# ( 14)

根据 Gauss公式,可以导出

  QQQV
$* T

L
T RdV = - QQQV

RT
L$* dV + QQS

$* T
TRdS # ( 15)

利用( 15) , ( 14)化为

  QQQV
RT L$* dV = QQQS

$* T
TRdS + QQS

$* T
f dV + QQS

R

$* T
( F0- TR)dS # ( 16)

将( 12)、( 13)代入上式得

  QQQV
R
T
E
*
dV = QQQV

$
* T
f dV + QQS

R

$
* T

F0dS + QQS
u

�$
T
TRdS # ( 17)

由( 17)能够证明对应于虚位移原理和虚应力原理的虚功方程# 

2. 2. 1虚位移原理

设有一组 $* * 、E* * 也满足( 17) , 即

  QQQV
RT E* * dV = QQQV

$* * T
f dV + QQS

R

$* * T
F0dS + QQS

u

�$T
TRdS # ( 18)
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引入变分

  DE* = E**
- E* , D$*

= $* *
- $* # ( 19)

( 18)减( 17)得相应的虚功方程

  QQQV
RTDE* dV = QQQV

D$* T
f dV + QQS

R

D$* T
F0dS # ( 20)

2. 2. 2虚应力原理

设有一组 R# 也满足( 17) ,即

  QQQV
R# T E* dV = QQQV

$* T
f dV + QQS

R

$* T
F0dS + QQS

u

�$T
TR# dS # ( 21)

引入变分

  DR = R#
- R # ( 22)

( 21)减( 17)得相应的虚功方程

  QQQV
DRT E* dV = QQS

u

�$T TDRdS # ( 23)

两组虚功方程均可由( 17)导出# ( 17)揭示了虚位移原理的虚功方程与虚应力原理的虚功

方程之间的对偶性# 

3  变分原理的建立

3. 1  广义变分原理
由( 11)并利用( 15)得

  QQQV
E* T 5 U0

5E - R* T
( E- L$) - RT ( E*

- L$*
) - $* T

f d V-

    QQS
R

$* T
F0dS + QQS

u

�$T
TR* dS -QQS

u

( $* T
TR+ $T

TR*
)dS = 0, ( 24)

真实解 $、R、E也满足上式,即

  QQQV
ET

5 U0

5E - RT ( E- L$) - RT ( E- L$) - $T
f dV -

    QQS
R

$T F0dS + QQS
u

�$T
TRdS - QQS

u

( $T
TR+ $T TR)dS = 0, ( 25)

引入变分

  D$ = $*
- $, DR = R*

- R, DE= E* - E# ( 26)

( 24)减( 25)得

  QQQV
DET

5U0

5E - DRT ( E- L$) - RT (DE- LD$) - D$T f d V-

    QQS
R

D$T
F0dS + QQS

u

�$T
TDRdS - QQS

u

(D$T
TR + $T TDR)dS = 0, ( 27)

由( 27)得广义变分原理的表达式

  D0 = 0, ( 28)

  0 = QQQV
U0( E) - RT

( E- L$) - $T
f dV-QQS

R

$T
F0dS -QQS

u

( $- �$)T TRdS# 

( 29)

( 28)和( 29)与微分形式( 1) ~ ( 5)和积分形式( 6) ~ ( 10)以及组合表达式( 11)等价# 
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同理,由( 11)和( 15)得( 24)的对偶形式

  QQQV
R* T E+ RTE* - E* T 5 U0

5E + $* T
L
T R+ $T

L
T R*

+ $* T
f dV -

    QQS
u

�$
T
TR

*
dS - QQS

R

( $
* T

TR+ $
T
TR

*
- $

* T
F0) dS = 0# ( 30)

对上式进行变分运算,得广义变分原理另一种形式的泛函表达式,即( 29)的对偶形式

  0 = QQQV
RT E- U0( E) + $T

( L
T R+ f ) d V-

    QQS
u

�$
T
TRdS -QQS

R

$
T
( TR- F0)dS # ( 31)

3. 2  2类变量变分原理

若已满足( 3) , 则由( 11)得

  QQQV
$* T

( L
T R+ f )dV + QQQV

R* T
( E- L$)dV + QQS

u

( $- �$) T TR* dS +

    QQS
R

$* T
( F0- TR)dS = 0# ( 32)

利用( 15) ,由上式得

  QQQV
( RT L$*

+ R* T
L$- R* TE- $* T

f )dV -

    QQS
R

$* T
F0dS + QQS

u

�$T
TR* dS -QQS

u

( $* T
TR+ $T

TR*
)dS = 0# ( 33)

( 33)和( 3)构成了以 $、R或 $、E为基本变量的求解混合体系# 

引入应变余能比能 �U0( R) , 则( 3)为

  E=
5�U0

5 R   ( �U0( R) = RTE- U0( E) )# ( 34)

以( 34)代入( 33) , 消去 E得

  QQQV
( RT L$*

+ R* T
L$- R* T 5�U0

5 R - $* T
f )d V -

    QQS
R

$* T
F0dS + QQS

u

�$T
TR* dS -QQS

u

( $* T
TR+ $T

TR*
)dS = 0# ( 35)

对上式进行变分运算,得 2类变量变分原理的泛函表达式为

  0 = QQQV
( RTL$- �U0( R) - $T

f )dV - QQS
R

$T
F0dS - QQS

u

( $- �$)T TRdS # ( 36)

同理, ( 36)的对偶形式为

  0 = QQQV
�U0( R) + $T ( LT R+ f ) dV - QQS

u

�$T
TRdS - QQS

R

$T ( TR- F0)dS # 

3. 3  单变量变分原理

3. 3. 1最小势能原理

若已满足( 2)、( 3)、( 4) ,应有

  QQQV
$* T

( L
T R+ f )dV + QQS

R

$* T
( F0- TR)dS = 0# ( 37)

对于( 37) ,利用( 15)、( 2)、( 4) ,推导所得结果与( 17)相同# 这是一个意料之中的结果# 

利用( 3) , 由( 17)得
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  QQQV
E
* T 5 U0

5E - $
* T
f dV - QQS

R

$* T
F0dS - QQS

u

�$T
TRdS = 0# ( 38)

( 38)和( 2)、( 3)、( 4)构成了以 $为基本变量的求解混合体系# 对( 38)进行变分运算,得最小势

能原理的泛函表达式如下

  0 = QQQV
( U0- $T

f )dV - QQS
R

$T F0dS# ( 39)

3. 3. 2最小余能原理

若已满足( 1)、( 3)、( 5) ,应有

  QQQV
R* T

( E- L$)d V+ QQS
u

( $- �$)T TR* dS = 0# ( 40)

对于( 40) ,利用( 15)、( 1)、( 5) , 得

  QQQV
R* T EdV = QQQV

$T fd V+ QQS
R

$T
F0dS + QQS

u

�$T R* dS# ( 41)

上式与( 17)相同,只是( ) * 与( )互换而已# 这体现了最小势能原理与最小余能原理的对

偶性# 

利用( 34) , 由( 41)得

  QQQV
R* T 5�U0

5R - $T
f dV - QQS

R

$
T
F0dS - QQS

u

�$
T
TR

*
dS = 0# ( 42)

( 42)和( 1)、( 34)、( 5)构成了以 R为基本变量的求解混合体系# 对上式进行变分运算, 得最小

余能原理的泛函表达式如下

  0 = QQQV
�U0dV - QQS

u

�$
T
TRdS # ( 43)

3. 4  弹性力学求解新体系下的变分原理

文[ 13~ 15]将哈密顿体系理论引入到弹性力学求解之中,建立了弹性力学求解新体系,在

弹性力学领域展现了一个与传统求解方法相平行的工作平台, 取得了一系列的成果[ 13~ 22]# 

文[ 13]由哈密顿体系导出了有关的变分原理及对应的对偶微分方程组# 利用文[ 13]提出的对

偶向量,在本文理论体系的框架下, 用微分形式导出了对偶微分方程组,用混合形式导出了相

应的变分原理# 

3. 4. 1  微分形式

定义

  Rn = Szx  Syz  Rz
T
, Rt = Rx  Ry  Sxy

T
, ( 44)

  En = Czx  Cyz  Ez
T
, Et = Ex  Ey  Cxy

T# ( 45)

由( 1) ~ ( 3)得

1) 平衡方程

  ÛRn + E
T
2 Rn + E

T
1 Rt + f = 0, ÛRn =

5 Rn
5z # ( 46)

2) 几何方程

  En = Û$+ E2 $, Et = E1 $# ( 47)

3) 物理方程(线性弹性)

  
Rn = Dnn En + Dnt Et , D

T
nn = Dnn, D

T
tt = Dtt ,

Rt = Dtn En + Dtt Et , D
T
nt = Dtn# 

( 48)
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式中

  E1 =

5
5x 0 0

0
5
5y 0

5
5y

5
5x 0

, E2 =

0 0
5
5x

0 0
5
5y

0 0 0

# ( 49)

将( 47)代入( 48)得

  
Rn = Dnn Û$+ ( DnnE2+ Dnt E1 $) ,

Rt = Dtn Û$+ ( DtnE2 + DttE1) $# 
( 50)

由( 50)的第一式和( 46)得对偶微分方程组

  Û$ = D
- 1
nnRn - ( E2+ D

- 1
nnDntE1) $, ( 51)

  ÛRn = - ( E
T
2+ E

T
1DtnD

- 1
nn ) Rn - E

T
1( Dtt - DtnD

- 1
nnDnt ) E1 $- f# ( 52)

这是一种典型的混合变量求解法, 基本变量为 $、Rn# 导出变量为 Rt、En、Et , 由( 47)和

( 50) 的第二式决定,即

  Rt = Dtn D
- 1
nnRn + ( Dtt - Dtn D

- 1
nnDnt ) E1 $# ( 53)

3. 4. 2  变分原理

由( 48)得物理方程的混合形式

  
En = D

- 1
nnRn - D

- 1
nnDnt Et ,

Rt = Dtn D
- 1
nnRn+ ( Dtt - Dtn D

- 1
nn Dnt ) Et# 

( 54)

为了和文[ 13]进行对比,取 Su = 0# 满足平衡方程(1)、应力边界( SR = S) 条件( 5)和物

理方程( 54)的第一式以积分形式出现

  QQQV
$* T

( L
T R+ f )dV - QQQV

R* T
n ( En- D

- 1
nnRn + D

- 1
nnDntEt )dV +

    QQS
$* T

( F0- TR)dS = 0# ( 55)

以微分形式出现的几何方程( 47)、物理方程( 54)的第二式与( 55)组成了混合形式的求解

体系# 

由( 15) ,并利用( 2)及 R
T
E
*

= R
T
nE

*
n + R

T
tE

*
t ,得

  QQQV
$* T

L
T RdV = - QQQV

( RT
nE

*
n + RTtE

*
t )dV + QQS

$* T
TRdS# ( 56)

由( 55) ,并利用( 56)得

  QQQV
( R

T
nE

*
n + R

T
tE

*
t + R

* T
n En - R

* T
n D

- 1
nn Rn + R

* T
n D

- 1
nn DntEt - $

* T
f )dV -

    QQS
$
* T

F0dS = 0# ( 57)

将( 54)的第二式和( 47)代入( 57)得

  QQQV
RTn ( Û$*

+ E2 $
*
) + R* T

n ( Û$+ E2 $) + ( E1 $
*
)
T
Dtn D

- 1
nnRn +

    ( E1 $)
T
Dtn D

- 1
nn R

*
n +

1
2 ( E1 $

*
)
T
( Dtt - Dtn D

- 1
nn Dnt ) ( E1$) +

    1
2 ( E1 $)

T
( Dtt - DtnD

- 1
nnDnt ) ( E1 $

*
) -

1
2 R

* T
n D

- 1
nnRn-
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    1
2
RTnD

- 1
nnR

*
n - $* T

f dV - QQS
$* T

F0dS = 0# ( 58)

对上式进行变分运算,得混合变分原理的泛函表达式如下

  0 = QQQV
U0+ RTn ( Û$- D

- 1
nnRn + E2 $+ D

- 1
nnDnt E1 $) - $* T

f d V-

     QQS
$
T
F0dS , ( 59)

式中

  U0 =
1
2 R

T
nD

- 1
nnRn+

1
2 ( E1 $)

T
( Dtt - Dtn D

- 1
nn Dnt ) E1 $# ( 60)

在( 59)中,各项积分函数的物理意义明确# U0 是用 Rn、Et 表示的应变能比能, 积分函数

的第二项对应于( 51) ,即物理方程( 50)的第一式# 下面将证明本文的变分原理泛函表达式与

文[ 13]的变分原理泛函表达式是相同的# 

定义

  Û$( Rn, $) = D
- 1
nnRn - ( E2+ D

- 1
nnDntE1) $# ( 61)

由( 60)可得由哈密顿体系[ 13]导出的变分原理泛函表达式

  0 = QQQV
RTnÛ$- ( ( Rn , $) - $* T

f dV - QQS
$T
F0dS # ( 62)

( 为哈密顿密度函数, ( ( Rn, $) = RT
n$( Rn , $) - U0( Rn , $) # 

4  结 束语

就通常的意义而言, 微分形式的解是/解析解0,积分形式的解是/数值解0# 由积分形式出

发,用给定的、合适的函数序列来求近似解,即为加权残数法# 基于点的/解析解0与基于整体

的/数值解0,在混合形式中同时存在,归于一体# 在新体系中, /解析解0与/半解析解0、/ 精确

解0与/近似解0的界限不再明显# 

本文以微分形式为前提, 利用微分形式与积分形式的等价关系,在统一的构架下, 证明了

各种变分原理的成立# 变分原理只是积分形式的一种表现形式而已# 从这个角度上讲, 变分

原理也可称之为/变分定理0# 文中讨论了积分形式的物理含义, 提出了广义虚功方程和广义

虚函数的概念# 广义虚函数具有任意性、虚拟性# 变分原理推导中常用的 Lagrange乘子对应

于广义虚函数# 文中的工作具有普遍的意义# 对于杆系理论、板壳理论的求解体系可以开展

类似的工作# 
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Research on a Systematic Methodology for

Theory of Elasticity

LUO Jian_hui,  LIU Guang_dong,  SHANG Shou_ping

( College of Civil Engineer in g , Hunan Un iver sity ,

Chan gsha 410082, P . R . China )

Abstract: The equivalence between differential form and integral form of a systematic methodology

for theory of elasticity is proved. A uniform framework of the systematic methodology is established.

New system includes differential form, integral form and mixed form. All kinds of variational princ-i

ples are proved by the equivalence between differential form and integral form. The idea for genera-l

ized virtual work and virtual function is presented.

Key words: theory of elasticity; variational principle; equation of virtual work
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