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摘要:  基于凝聚函数, 提出一个求解垂直线性互补问题的光滑 Newton 法# 该算法具有以下优点:

( � ) 每次迭代仅需解一个线性系统和实施一次线性搜索; ( � ) 算法对垂直分块 P0 矩阵的线性互

补问题有定义且迭代序列的每个聚点都是它的解# 而且,对垂直分块 P0+ R0 矩阵的线性互补问

题,算法产生的迭代序列有界且其任一聚点都是它的解; ( � ) 在无严格互补条件下证得算法即具

有全局线性收敛性又具有局部二次收敛性# 许多已存在的求解此问题的光滑 Newton 法都不具有

性质( � )# 
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引   言

令 N I R
m

0
@ n
( m0 \ n) 是一个( m1, ,, mn ) 型垂直分块矩阵, q I R

m
0 是一个与 N 有相

应分块的常向量,即

  N =

N
1

s

N
n

, q =

q
1

s

q
n

, m0 = 6
n

i= 1
mi ,

其中 N
i I R

m
i
@ n
, q

i I R
m
i, i I I = 1, ,, n # 考虑垂直线性互补问题VLCP( N, q) ,求 x

I R
n 使得

  x \ 0, s
i
( x) := N

i
x + q

i \ 0, x i F
m
i

j= 1
s
i
j ( x) = 0   i I I,

这里 xi , s
i
j ( x) 分别表示 x 的第 i个分量和 s

i
( x) 的第 j 个分量; F

m

j = 1aj 表示a1 # ,# am # 显

然,当 mi = 1( i I I) 时, VLCP(N , q) 可归结为标准的线性互补问题(见 Cott le, Pang 和Stone的

著作 [ 1] ) # 因此垂直线性互补问题是线性互补问题的一种推广, 它最早是由 Cottle 和

Dantzig[ 2]提出的,也称广义线性互补问题# 由于垂直线性互补问题在控制理论[ 3]、对策理
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论[ 4]、Leontief输入输出模型[ 5]、非线性网络[ 6]等许多领域均有重要应用, 因此对它的研究具有

重要意义# 目前一些数值求解方法已被提出(见[ 7, 8]及其所引文献)# 近年来,用于求解互补

问题和变分不等式等优化问题的光滑化方法,由于简单且数值效果好,而得到了许多学者的广

泛重视和研究(见[ 9, 10]及其中的参考文献)# 其中一些光滑化方法已被推广到求解垂直线性

互补问题VLCP ( N, q) (见[ 7, 8] )# Peng 和Lin[ 7]基于光滑路径技巧,利用凝聚函数给出了一

个求解垂直分块 P0+ R 0矩阵VLCP( N , q) 的非内点连续化算法,在严格互补条件下得到了全

局线性和局部二次收敛性# 近来, Qi, Sun和 Zhou[ 10]提出了一类求解非线性互补问题和混合互

补问题的一步光滑Newton法,其数值计算令人鼓舞[ 11] ,吸引了许多学者来推广和研究(见[ 12,

13, 8] )# 基于Qi_Sun_Zhou的算法结构, Qi和 Liao[ 8]利用凝聚函数给出了一个求解 X0 + R 0广

义垂直线性互补问题的一步光滑Newton法,在无严格互补条件下得到了局部二次收敛性# 然

而,象大多数非内点连续化算法和光滑Newton法一样, Peng_Lin的算法每次迭代需实施两次线

性搜索且其局部二次收敛性强依赖于严格互补条件;Qi_Liao 的算法每次迭代仅需解一个线性

系统和实施一次线性搜索,且局部二次收敛性不需要严格互补条件, 但是它得不到全局线性收

敛性# 本文基于 Qi_Liao 的算法结构提出一个完全不同于它的求解 VLCP ( N, q) 的一步光滑

Newton法, 该算法具有以下优点: ( � ) 每次迭代仅需解一个线性系统和实施一次线性搜索;

( � ) 算法对垂直分块 P0矩阵的VLCP( N , q) 有定义且迭代序列的每个聚点都是VLCP( N, q)

的解, 而且, 若 N 是垂直分块P0 + R0 矩阵, 则迭代序列有界且任一聚点都是 VLCP(N, q) 的

解; ( � ) 在无严格互补条件下证得算法既具有全局线性收敛性又具有局次二次收敛性# 注意

到许多已有的光滑Newton法不具有收敛性质( � ) (见[ 10, 14, 12, 13, 15, 8] )# 从上述的收敛结

果不难看出,我们的算法优于 Peng_Lin和Qi_Liao的算法以及许多已存在的光滑化方法# 

1  算法及其收敛性分析

首先给出 N 是垂直分块P 0矩阵和垂直分块 R0的矩阵的定义(见[ 7] )# 

定义 1. 1  若矩阵 �N I R
n@ n的第i 行是从垂直分块矩阵N 的第 i块N

i中抽取的, 则称 �N

I R
n@ n
是垂直分块矩阵N的代表子矩阵;若垂直分块矩阵 N的所有代表子矩阵都是P 0矩阵,

则称 N 是垂直分块P 0矩阵;称 N 是垂直分块R0矩阵, 如果

  

min x 1, N
1
1x, ,, N1

m
1
x

s

min x n, N
n
1x , ,, N n

m
n
x

= 0 Z x = 0# 

不难看出, 垂直线性互补问题VLCP( N , q) 等价于非光滑方程

  G( x) := -

max - x 1, - s
1
1( x ) , ,, - s

1
m

1
( x)

s

max - xn , - s
n
1( x) , ,, - s

n
m
n
( x)

= 0# 

我们的算法是基于非光滑方程 G( x ) = 0的光滑近似方程来给出的,而其光滑近似方程是利

用凝聚函数得到的# 凝聚函数的定义如下(见Li[ 16] )# 设 gi : R
n y R, i = 1, ,, m 是连续可

微函数,定义

  g( x) := max g 1( x ) , ,, gm( x) ,

则 g ( x) 在 R
n
上是连续的但几乎处处不可微# 对任意的 L > 0, g ( x) 的凝聚函数定义为
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  g( x, L) := Lln 6
m

j= 1

exp( gj ( x) / L) ,

则 g ( x, L) 在R
n @ R+ + 上连续可微且 lim Ly0g( x, L) = g( x)# 利用上述的凝聚函数技巧,可

以得到下面光滑函数 G( x, L) 的近似 G( x )

  G( x, L) := -

Lln exp -
x 1

L
+ 6

m
1

j= 1
exp -

s
1
j ( x )

L

s

Lln exp -
x n
L

+ 6
m
n

j = 1
exp -

s
n
j ( x)

L

# ( 1)

显然, G( x, L) 在 R
n @ R+ + 上连续可微且 limLy 0G( x, L) = G( x)# 下面有关 G( x , L) 的性

质也成立(见 Peng_Lin[ 7]和Qi_Liao[ 8] )# 

引理 1. 1  ( � ) 设 N 是一个垂直分块P 0矩阵# 若 L > 0, 则 G( x, L) 连续可微且矩阵

G
c
x ( x, L) 非奇异# 

( � ) - G i ( x) [ - Gi ( x , L) [ - Gi ( x) + Lln( mi + 1) , P i I I # 

( � ) N 是一个垂直分块R0矩阵当且仅当 l im+ x + y ] +G( x) + / +x + \ C0,其中 C0 > 0

为一常数# 

( � ) G( x, L) 在 R
n @ R+ 上是一局部 Lipschitz连续和强半光滑函数(见[ 8] , 定理 3. 5)# 

令 z := ( x, L) # 我们的算法基于以下的光滑方程

  H( z) := H( x, L) :=
G( x, L)

L
= 0# 

众所周知线性函数 L是强半光滑的,因此由引理 1. 1( � )和( � )可推出

引理 1. 2  ( � ) H在R
n @ R+ + 上连续可微且其 Jacobi为

  Hc( z) =
G

c
x ( z) G

c
L( z)

0 1
# 

若 N 是垂直分块P0 矩阵,则 Hc( z) 对任意的 z I R
n @ R+ + 是非奇异的# 

( � ) H( z) 在 R
n @ R+ 上是一局部 Lipschitz连续和强半光滑函数# 

下面我们给出求解垂直线性互补问题VLCP( N, q) 的一步光滑 Newton法# 

算法 1. 1

步0  选择 D, R I (0, 1)# 任取x
0 I R

n和 L0 I R+ +# 令 z
0
:= (x

0
, L0) , R0:= min R, L0 # 

选取 B> 0使得 B \ +G( z
0
) +/ L0# 置 k := 0# 

步1  若 Lk = 0,计算结束# x
k 是VLCP( N, q) 的解# 否则,转向步 2# 

步2  求 $z k := ($xk , $Lk) 使得

  H( z
k
) + Hc( zk) $zk =

0

Rk Lk
# ( 2)

步3  求 Kk = max 1, D, D2, , 使得

  +G( z
k
+ Kk$z

k
) + [ B 1- (1- Rk) Kk Lk# ( 3)

步4  置 z
k+ 1
:= z

k
+ Kk$z

k
, k := k + 1# 转向步 1# 

注 1. 1 算法 1. 1是基于 Qi_Liao的算法结构给出的, 它的最大特点是在扰动 Newton 方程( 2)中用 Rk =
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min R, Lk 来代替原来的项(见[ 8] )# 这可以保证算法 1. 1既具有全局线性收敛性又具有局部二次收敛性# 

另外, 我们的线性搜索( 3)也不同于[ 7, 8]中的线性搜索# 象 Qi_Liao的算法一样, 算法 1. 1 每次迭代仅需解一

个线性系统( 2)和实施一次 Armijo_型线性搜索( 3)# 

对任意给定的 B> 0和 L > 0 , 定义集合

  8 := ( x, L) I R
n @ R

+ +
: +G( x, L) + [ BL # ( 4)

则由算法 1. 1的步 0知 z
0 I 8 # 而且,我们有下面的定理

定理 1. 1  若 N 是垂直分块 P0矩阵,则算法1. 1有定义且产生无穷序列 z
k= ( x

k
, Lk) # 

而且, 0 < Lk+ 1 < Lk [ L0和 z
k I 8 对所有 k \ 0成立# 

证明  若 Lk > 0, 则由引理 1. 2( � ) 知矩阵 Hc( zk) 非奇异# 因此,步 2在第 k 次迭代有

定义# 对任意的 K I (0, 1] , 定义

  7 ( K) := +G( z
k
+ K$z k) + # ( 5)

由( 2)可推出

  $Lk = - (1 - Rk) Lk # ( 6)

故对任意的 K I (0, 1] 有

  Lk + K$Lk = (1- K) Lk + KRk Lk > 0

成立# 于是引理 1. 1( � )表明 G(#) 在 z
k附近连续可微# 故由( 5)和( 2)可得

  lim
Ky 0

7c( K) = - +G( z
k
) + < 0# 

因此必存在一常数�K I (0, 1] 使得

  +G( z
k
+ K$z k) + [ B 1 - (1- Rk ) K Lk

对所有 K I (0,�K] 成立# 这表明步3在第 k 次迭代有定义# 因此由(6) 和步 3 ~ 4的定义可

推知 Kk I (0, 1] 并且

  Lk+ 1 = (1 - Kk) Lk + Kk Rk Lk > 0, +G( z
k+ 1
) + [ BLk+ 1 # 

另一方面,

  Lk+ 1 [ 1- (1 - R) Kk Lk < Lk # 

于是对 k 进行数学归纳法并由z
0 I 8 及以上的论述可推出定理的结论成立# 证毕# t

定理 1. 2  设 N 是垂直分块P0矩阵, z
k
= ( x

k
, Lk) 是算法 1. 1产生的无穷迭代序列# 

则 Lk 和 +H( z
k
) + 均收敛于 0并且 z

k
的每个聚点都是H( z) = 0的解# 

证明  由定理 1. 1可知 Lk 单调下降有下界并且

  +H( z
k
) + = +G( z

k
) +2

+ L2k [ ( B+ 1) Lk , ( 7)

故 Lk 和 +H( z
k
) + 必收敛# 设 z

*
= ( x

*
, L* ) 为 z

k
= ( x

k
, Lk ) 的任一聚点,则必有

  lim
k y ]

Lk = L* \ 0, lim
k y ]

+H( z
k
) + = +H( z

*
) + # 

若 L* > 0,则由(6) 及 Rk [ R可推出

  Lk+ 1 = 1- (1 - Rk) Kk Lk [ 1 - ( 1- R) Kk Lk # ( 8)

因为 0 < R < 1,在(8) 中令 k y ] 可得

  lim
k y ]

Kk = 0# 

不失一般性,设 z
k 收敛于 z

* # 令 Sk = Kk / D, 于是由步 3可推出

  +G( z
k
+ Sk$z

k
) + > 1 - (1 - Rk) Sk BLk # ( 9)
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在( 9)中令 k y ] 可得

  +G( z
*
) + \ BL* > 0# ( 10)

另外,由( 9)和 BLk \ +G( z
k
) +可推出

  +G( z
k
+ Sk$z

k
) + - +G( z

k
) + / Sk > - (1 - Rk) +G( z

k
) +,

由此及( 10)表明

  ( G( z
*
) / +G( z

*
) +) TGc( z* ) $z* \- (1- R* ) +G( z

*
) + , ( 11)

这里 R* = min R, L* > 0# 另一方面,由( 2)可得

  ( G( z
*
) )

T
Gc( z* ) $z* = - +G( z

*
) +2 # ( 12)

根据( 11)和( 12)可得

  - +G( z
*
) + \- (1- R* ) +G( z

*
) + ,

这表明 R* [ 0,矛盾# 故必有 L* = 0# 从而由(7) 可知 H( z
*
) = 0# 定理成立# t

注 1. 2 定理 1. 2 表明 zk 的每个聚点都是H ( z) = 0的解并且其相应的 x_部分就是垂直线性互补问题

VLCP( N , q) 的解# 那么在何条件下 zk 存在聚点?下面的定理给出 zk 存在聚点的一个条件# 

定理 1. 3  设 N 是垂直分块P 0+ R0矩阵, z
k
= ( x

k
, Lk ) 是算法 1. 1产生的无穷迭代

序列# 则 z
k
有界且其每个聚点都是H( z) = 0的解# 

证明  用反证法# 设 + z
k + y ] ( k y ] ) # 于是由定理 1. 1可知必有

  +x
k + y ]   ( k y ] ) # ( 13)

因为 N 是垂直分块R 0矩阵,根据引理 1. 1( � ) 可知当 k 充分大时必有

  +G( x
k
) + [

C0

2
+x

k + # ( 14)

根据引理 1. 1( � ) ,我们有

  +G( x
k
, Lk) - G( x

k
) + [ nLk ln( �m) [ nL0ln( �m) , ( 15)

其中 �m = max mi : i I I + 1# 因此由定理 1. 1, (14) 和(15) 可推出当 k 充分大时必有

  
C0

2
+ x

k + [ +G( x
k
) + [

    +G( x
k
, Lk) - G( x

k
) + + +G( x

k
, Lk) + [

    nL0ln( �m) + BLk [ nL0ln( �m) + BL0,

这与( 13)矛盾# 故 z
k
有界# 再根据定理1. 2可知 z

k
必有聚点且其每个聚点都是H( z) =

0的解# 证毕# t

2  全局线性和局部二次收敛

这节讨论算法 1. 1的收敛速度# 设 N 是垂直分块P0矩阵, z
*
= ( x

*
, L* ) 是算法1. 1产

生的迭代序列 z
k
= ( x

k
, Lk) 的一个聚点# 则由定理1. 2知 H( z

*
) = 0且 x

* 是VLCP( N ,

q) 的解# 为了建立算法1. 1的收敛速度,我们假设 x
* 满足非奇异性条件,即每个矩阵 V I

5H( z *
) 是非奇异的# 应当指出非奇异性条件成立不能表明严格互补条件成立(见[ 10] )# 

定理 2. 1  设 N 是垂直分块 P0 矩阵, z
*
= ( x

*
, L* ) 是算法 1. 1 产生的迭代序列

z
k
= ( x

k
, Lk) 的一个聚点# 若每个矩阵 V I 5H( z* ) 是非奇异的,则

( � ) 对所有使得 z
k 充分靠近 z

* 的 k 成立Kk S 1;
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( � ) z
k 全局收敛于 z

* 并且 Lk 局部二次收敛于 0,即 Lk+ 1 = O( ( Lk)
2
) ;

( � ) z
k 局部二次收敛于 z

*
;

( � ) Lk 全局Q_线性收敛于 0# 

证明  由定理 1. 2知 H( z
*
) = 0 且 x

*
是 VLCP( N, q) 的解 # 因为每个矩阵 V I

5H( z *
) 是非奇异的,故由( [ 17] ,命题3. 1) 知对所有使得 z

k 充分靠近 z
* 的 k 成立

  +Hc( zk) - 1 + = O(1) # ( 16)

根据引理 1. 2( � ) , H(#) 是强半光滑的,故对所有使得 z
k充分靠近 z

* 的 k 成立

  +H( z
k
) - H( z

*
) - Hc( zk) ( z k - z

*
) + = O( + z

k
- z

* +2
) # ( 17)

另一方面,引理 1. 2( � )表明 H(#) 在 z
* 附近是 Lipschitz连续的,因此当 z

k充分靠近z
* 时有

  +H( z
k
) + = O( +z

k
- z

* +) # ( 18)

于是由( 18)及 Lk [ +H( z
k
) +可推出

  Rk Lk = O( ( Lk)
2
) = O( +H( z

k
) +2

) = O( +z
k
- z

* +2
) # ( 19)

因此,根据( 16)、( 17)和( 19)可得

  +z
k
+ $z k - z

* + [

    +Hc( zk )- 1 + +H( z
k
) - H( z

*
) - Hc( zk) ( zk - z

*
) ++ Rk Lk =

    O( +z
k
- z

* +2
) # ( 20)

根据( [ 18] ,定理 3. 1)可知对所有使得 z
k
充分靠近 z

*
的 k 成立

  +z
k
- z

* + = O( +H( z
k
) - H( z

*
) +) # ( 21)

由引理 1. 2( � )知 H(#) 是 Lipschitz连续的,故由(21) 可推出所有使得 z
k充分靠近z

* 的 k 成

立

  +G( z
k
+ $zk) + [ +H( z

k
+ $zk) + = O( + z

k
+ $zk - z

* +) =

    O( +z
k
- z

* +2
) = O( +H( z

k
) - H( z

*
) +2

) =

    O( +H( z
k
) +2

) # ( 22)

因为 limky ] +H( z
k
) + = 0, 根据

  +H( z
k
) + = max +G( z

k
) +, Lk [ max BLk , Lk

和( 22)可推知对所有使得 z
k充分靠近z

* 的 k, Kk = 1能满足(3)# 这表明( � ) 成立# 因此对

所有使得 z
k
充分靠近 z

*
的 k 成立

  z
k+ 1

= z
k
+ $zk , Lk+ 1 = Rk Lk = O( L2k) # 

上式与( 20)可证得结论( � )和( � )成立# 

下面来证明( � )# 根据事实 Rk [ R和( � ) 可知存在正整数 �k > 0使得

  Lk+ 1 = Rk Lk [ RLk   P k > �k # ( 23)

令 K̂:= min Kk | k [ k̂ ,则 K̂> 0并且

  Lk+ 1 = 1- (1 - Rk) Kk Lk [ 1 - ( 1- R) K̂/ 2 Lk   Pk [ k̂ # ( 24)

置

  C:= max R, 1- (1 - R) K̂/ 2 # 

则0 < C < 1且由( 23)和( 24)可得

  Lk+ 1 [ CLk   Pk \ 0# 

因此结论( � )成立# 证毕# t
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注 2. 1 定理 2. 1证得算法 1. 1 的收敛结果优于 Chen_Xiu在( [ 19] ,定理 3. 2)中对单调线性互补问题给出

的收敛性分析和 Qi_Liao[ 8]对广义垂直线性互补问题给出的算法的收敛性分析# 

3  结   论

基于Qi_Liao[ 8]的算法结构并受 Chen_Xiu[ 19]算法的启发, 我们提出了一个求解垂直线性互

补问题的光滑 Newton法(算法 1. 1)# 该算法每次迭代仅需一个线性系统和进行一次线性搜索# 

在与[ 8]同样的假设条件下证得算法既具有全局线性收敛性又具有局部二次收敛性(见定理

2. 1) # 然而, Qi_Liao
[ 8]
的算法不具有全局线性收敛性(见定理 2. 1( � ) ) # 另一方面, Chen_

Xiu[ 19]在单调线性互补问题有严格可行点和非奇异性条件下证得他们的算法具有局部超线性

和全局线性收敛性# 由此可见算法 1. 1优于 Qi_Liao[ 8]和 Chen_Xiu[ 19]的算法# 
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Global Linear and Quadratic One_Step Smoothing Newton

Method for Vertical Linear Complementarity Problems

ZHANG Li_ping1,  GAO Zi_you2

( 1. Depar tm ent of Methem atical Sciences , Tsinghu a Univ er sity ,

Beijing 100084, P . R . China ;

2. School of Tr affic and T ranspor tation , Nor thern Jia oton g Un iver sity ,

Beijing 100044, P . R . China )

Abstract: A one_step smoothing Newton method is proposed for solving the vertical linear comple-

mentarity problem based on the so_called aggregation function. The proposed algorithm has the follow-

ing good features: ( � ) it solves only one linear system of equations and does only one line search at

each iteration; ( � ) it is well_defined for the vertical linear complementarity problem with vertical

block P 0 matrix and any accumulation point of iteration sequence is its solution. Moreover, the itera-

tion sequence is bounded for the vertical linear complementarity problem with vertical block P 0+ R 0

matrix; ( � ) it has both global linear and local quadratic convergence without strict complementarity.

Many existing smoothing Newton methods do not have the property( � ) .

Key words: vertical linear complementarity problems; smoothing Newton method; global linear con-

vergence; quadratic convergence
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