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摘要 : � 证明了具有最临近耦合的一维耦合格点映射关于时间为周期的非线性解的存在性�� 这一

类系统能被看成无穷个耦合振子构成的阵列�� 给出了估计这类关于时间为周期的解存在的临界

耦合强度的一种方法�� 对于一些特殊的关于时间为周期的非线性解,证明了其空间的指数衰减性��
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引 � �言

近来, 耦合格点映射中的动力学引起了人们的极大关注
[ 1~ 4] ��人们已经发现耦合格点映

射可以显示各种各样的时空行为: 时空间歇, 时空混沌, 峰和界面, 及各种非线性周期解��

在本文中, 考虑一类一维无穷非线性耦合映射链, 证明了当耦合强度 �充分小时周期解的存

在性�� 我们采用了文[ 5 ~ 7] 中引进的反可积极限方法�� 在反可积极限(耦合强度 �= 0) ,

我们要求某个各点上有周期 _q 的轨道,其余的格点上有周期 _p 轨道( p � q) , 也就是说,在反

可积极限,整个系统在相位空间呈现出一个周期 _r 轨道,这里 r是p 和q 的最小公倍数�� 证明

了在 | � | < �0时, 这个周期 _r 轨道有一个相同周期的唯一连续延拓�� 论证了周期 _r 轨道的

连续延拓后,我们又证明某些在反可积极限时特殊轨道的连续解将随着远离位置 0呈现指数

衰减性质��最后我们把此一般结果应用到一个具体的例子 ���耦合 Logistic映射链��

1 �周期解的存在性

所取模型是一个最邻近耦合的耦合格点映射,即

� � x
l
n+ 1 =

1
�
V( x

l
n ) - W( x

l+ 1
n - x

l
n) + W( x

l
n - x

l- 1
n ) , ( 1)

其中 �是耦合参数且 0 � � � 1, n是离散时间步, l是格点的指标�� 动力学函数 V 和耦合函

数 W 是C
1�� 进一步, 假设函数 V( y ) 有 h 个零点y 1, y 2, � , y h�� 当 �= 0时,方程(1) 变为

� � V( x
l
n) = 0, � xln = �x ln = y i � � ( i = 1, 2 � h; n, l � Z)�� ( 2)

在反可积极限, 为了使整个系统呈现一个周期 _r 轨道, 我们在格点 0 放上某个周期 _q 轨道
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( x
0
n+ q = x

0
n) 和在链的其余格点放上某个周期 _p 轨道( xln+ p = x

l
n) ,这里 r 表示p 和q 的最小公

倍数�� 为了证明这个周期- r 轨道在非零 �时能够被连续延拓,我们首先给出隐函数定理[ 8]��

引理 1(隐函数定理)
[ 8]
假设

( � ) 映射 F: U( x 0, y 0) � X � Y � Z定义在开邻域U( x 0, y 0) 上,而且 F( x0, y 0) = 0,这

里 X , Y, 和 Z 是在K = R或 K = C上的巴拿赫空间��

( � ) 偏导数 Fy 在 U( x 0, y0) 上存在和 Fy( x 0, y 0) : Y � Z 是可逆和有界的��

( � ) F 和Fy 在( x 0, y 0) 上是连续的��

那么下面结果是真的

1) 存在正数 r 0和 r ,对于满足 � x - x 0 � � r0 的每个 x � X 存在唯一 y ( x ) � Y 满足

� y ( x ) - y 0� � r 和F ( x , y ( x ) ) = 0��

2) 如果 F 在( x 0, y0) 的一个邻域是连续的, 那么 y (�) 在 x 0 的一个邻域是连续的��

其次,需要建立适当的空间 E :

� � E = x
l
n l� Z, n � (1, � , r ) | | x

l
n - �x ln | � �, �x ln � y 1, � , yh ,

� � � � �x ln+ r = �x ln, � x ln+ r = x
l
n , � � � n, l � Z

空间 E 是一个巴拿赫空间且有上确界范数 �X � = sup | x
l
n | , � l � Z, n � (1, � , r ) ��

我们可以得到如下的关于周期 _r 轨道的存在性定理:

定理 1�如果 y 1; y 2; � ; yh 是函数V( y ) 的简单零点,那么 � �0 > 0当 0 < �< �0 时,对

于 �= 0时由方程(1) 给出的周期 _r 轨道�X = { �x ln } l � Z, n � ( 1, � , r ) 存在唯一连续延拓为方程(1)

的周期 _r 轨道X = { x
l
n} l� Z, n � ( 1, � , r ) ��

证明 �我们定义一个映射 F : E � R � E , 这个映射由下面等式给出��

� � F
l
n = �x

l
n+ 1- V( x

l
n ) + �W( x

l+ 1
n - x

l
n) - �W(x

l
n- x

l- 1
n )�� ( 3)

显然 F 的零点与方程(1) 的解一一对应�� 因为 V和W是C
1
,且 F ( �X , 0) = 0,故如果我们能证

明在 �= 0时,微分算子 DF =
�F
�x 是有界可逆的�� 那么由引理1我们知道对于 �充分小,存

在一个唯一点 X � E 满足F(X , �) = 0��

为此方程( 3)关于 x
l
n 微分,可得到

� �
�F j

m

�x ln
= ��l , j�m+ 1, n - V�( xjm) �m, n�l , j + �W�( xj+ 1

m - x
j
m) ( �l , j+ 1- �l, j ) �m, n -

� � � � � � �W�( xjm - x
j- 1
m ) ( �l, j - �l, j- 1) �m, n ( 4)

�= 0上式变为

� �
�F j

m

�xln
�
�= 0

= - V�( �x jm) �m, n�l, j�� ( 5)

因此 DF | �= 0在空间指标上是块对角的, 其块为

� � Ql =

- V�( �x l1) 0 � 0

0 - V�( �x l2) � 0

� � � �

0 0 � - V�( �x lr )

��

因为 �x li � { y 1, y 2, � , yh } ( i = 1, 2, � , r) , 所以 �x li ( i = 1, 2, � , r ) 是函数 V 的简单零点, 即

V�( �xli ) � 0�� 这样 Ql是可逆的,由此可推出DF | �= 0是有界可逆的�� 根据引理1,我们知道对
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于充分小 �, 方程(1) 在 �= 0时给出周期 _r 轨道�X = {�xln } l � Z, n� ( 1, � , r ) 存在唯一连续延拓的

周期 _r 轨道X = { x
l
n} l � Z, n � (1, � , r )��

注 1� 如果我们可以给出函数 V和 W的充分的信息,那么定理 1 中的 � 的下界�0是能够得到��

假定 � DF- 1(�X , 0) � � M,并存在 �0, h > 0,当 � X - �X � � h, | � | � �0时满足

� � � DF( X , �) - DF (�X , 0) � � 1
2M

和

� � � F (�X , �) � � h
2M

,

那么在定理 1中 �0就是 �的一个下界��

注2� 如果在 � = 0时,方程( 1) 离散周期 _r 轨道由�X = {�x ln } 给出,这儿�xln = 0( l � 0 l � Z n � Z) , �x 0
n+ r

= �x 0
n , ( n � Z) ,即在反可积极限对于所有在 Z中的 l 和n, 我们在位置0 放一个周期 _r 轨道和在链的其余位

置放周期 _1 轨道,我们证明上面的轨道 �X = {�x } l � Z, n� ( 1, � , r ) 的一个连续延拓 X = { x in} l � Z, n� ( 1, � , r) 在空间

为指数衰减��

2 �指数衰减性

关于注2中提到的方程( 1)的周期 _r 轨道X = { x
l
n } l � Z, n � (1, � , r ) ,我们有下面的指数衰减

的结果

定理 2�只要 DF 是可逆的,当 l |� � 时,对于注 2中得到的周期 _r 轨道在格点l上的范

数 � xl � 为指数衰减,这里 x
l
= { x

l
n} l� Z, n � (1, � , r ) 和 � xl � = max

n� ( 1, � , r )
| x

l
n | ��

证明 �为了证明这个定理,下面的结果
[ 9]
是需要的:

( � ) 由于映射有最邻近的耦合结构,故存在一个实数 �> 1,对于 1 < �< �,满足

� � �( �) = sup
�� [ 0, �

0
]

sup
l � Z �

j � Z
� (DF- 1

) lj � �| l- j | < �� ( 6)

( � ) 只要 DF 是可逆的,就有

� � dX
d�

= - DF- 1 �F
���� ( 7)

进一步, 如果 F 在( �X , 0) 的某个邻域是连续的, 那么轨道 X ( �) 在 �= 0的某个邻域是连续

的��

现在我们证明定理��假设对于 � � (1/ �, 1) , � � [ 0, �0] 和 l � Z满足

� � � x l � = max
n� ( 1, � , r)

| x
l
n | � K ( �) �| l|�� ( 8)

这里 K (0) = � X(0) � � 

根据( 3) ,可导出

� �
�F l

n

�� = x
l
n+ 1+ W( x

l+ 1
n - x

l
n) - W( x

l
n - x

l- 1
n ) , ( 9)

因为 W是C
1
, 根据中值定理经过简单的计算, 可得到

� � � �F��� � K ( �) C�| l | , ( 10)

这里 C 是某常数�� 由( 6) , ( 7) , ( 9) , 我们得到

� � �� x
l �
�� � � � ( DF- 1

) lj � �
�F l

�� � �

� � � � � � � � (DF) - 1
lj � �- | l- j | �| i- j | + | j | K ( �) C �
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� � � � � � �( 1
�
) K ( �) �| l | C �

� � � � � � d
d�

( K ( �) �| l | )��

这里如果选取 K ( �) 满足

� � K ( �) = K (0) exp( C�(
1
�
) �)�� ( 11)

最后一个不等式成立��这样当 0 � � � �0时,如果微分方程(7) 的流初始位于域(8) 中, 那么

它永远不会离开那个区域;现在初始条件 X (0) 在区域(8) , 因此 X ( �) 在那个区域��

3 �一 个例 子

如果取 V( x ) = x (1 - x ) , W( x ) = x ,那么( 1)变成

� � �x ln+ 1 = x
l
n(1 - x

l
n) - �( x

l+ 1
n + x

l- 1
n - 2x

l
n) , ( 12)

系统( 12)是无穷耦合的 Logistic映射链��在反可积极限时, ( 12)成为

� � x
l
n(1 - x

l
n ) = 0�� ( 13)

因此

� � x
l
n = �x ln = 0, 1�� ( 14)

我们用下列方法构造( 13)的一个解:在位置 0的格点上处于一个周期 _2轨道(�x 0
1 = 0, �x 0

2

= 1, �x 0
n+ 2= �x 0

n) , 和在链的其余位置处于不动点(�x l1 = 0, �x ln+ 1= �xln , l � 0, l � Z) ,那么整个系

统呈现一个周期 _2 轨道 �� 据定理 1, 对于 � � (0, �0) , 方程 (13) 的周期 _2 轨道 �X =

{ �xln} l� Z, n� ( 1, 2)有一个唯一连续延拓的(12)的周期 _2轨道X = { x
l
n } l � Z, n � (1, 2)�� 进一步,根据

定理2轨道X = { x
l
n } l � Z, n � (1, 2) 在空间上有指数衰减性�� 同时我们也能给出它的下界 �0�� 由

( 3) , ( 4) , ( 5) ,我们得到

� � F
l
n = �x

l
n+ 1- x

l
n(1- x

l
n) + �( x

l+ 1
n + x

l- 1
n - 2xln ) , ( 15)

� � �F
j
m

�xln
= ��l , j �m+ 1, n - ( 1- 2xjm) �m, n�l, j + ��m, n( �l , j+ 1+ �l, j- 1- 2�l , j ) , ( 16)

� �
�F j

m

�xln
�
�= 0

= - (1 - 2�xjm) �m, n�l , j�� ( 17)

再由( 17) ,这可得 �DF- 1
( �X , 0) � = 1 = M��

另一方面, 根据( 15)和( 16) ,我们有

� � �DF( X , �) - DF ( �X , 0) � � 2� { x ln} - { �x ln } � + 5�,

� � � F ( �X , �) � = 2���

如果设 h = 2/ 13, �0 = 1/ 26,那么当 � X - �X � � 2/ 13, | � | � �0 = 1/ 26,就可得下面的估

计式

� � �DF( X , �) - DF ( �X , 0) � � 1
2M

,

� � � F( �X , �) � � h
2M
��

因此由注 1,我们得到 �的一个下界�0 = 1/ 26��
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Abstr a ct: It is pr oven that the ex istence of nonlinear solutions w ith time period in one_dimensional coupled

map lattice with nearest neighbo r coupling. This is a class o f systmes whose behavior can be regarded as in-

finite arr ay of coupled oscillators. A method for estimating the critical coupling str ength below which the se

solutions with time period per sist is given. For some particular nonlinear so lutions with time period, expo-

nential decay in space is pr oved.

Key w o rds: coupled map lattice; nonlinear periodic solution; anti_integr able limit; logistic map
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