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摘要 :  在有限元法中, 无限域的问题不便于处理求解# 但无限域往往可以由规则的无限外域再

加上有限的局部域组成# 将无限域问题中的有限局部域用有限元法处理, 在规则的无限外域中建

立极坐标系,将规则无限域问题导向哈密顿体系 ,利用本征向量展开的方法, 推导出一种新的半解

析无限解析元,其刚度阵是精确的# 该单元可用常规方法作为一个超级有限单元与有限的局部域

连接# 数值计算结果表明,该单元具有精度高, 应用方便, 数据处理非常简单的特点# 对无限域问

题的数值求解有重要意义# 该方法可推广到三维无限域问题中# 
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引   言

结构工程中会遇到一些无限域问题,如隧道、地基工程等# 另外许多实际工程计算中,当

被关心的计算对象几何尺寸较小, 而周围结构的几何尺寸相对很大而且几何形状很规则时,计

算模型有可能被简化为结构处于无限域的问题# 无限大在解析解的解决范围是十分有限

的[ 1~ 3] ,因此许多实际课题要用有限元法来计算# 对付无限域问题, 在有限元法处理中, 对应

的方法是采用无限元
[ 4~ 5]

, 或者是在结构周围划出一个较大的区域,用有限单元近似地模拟无

限域# 无限元是为了描述远场的弹性性质的# 远场的区域往往已成为规则的形状# 对于规则

形区域,其实正是分离变量法与本征向量展开[ 6~ 7]求解的用武之地# 本征函数展开是解析法,

由此得到的无限规则域刚度就是精确的# 这对于无限域问题的数值求解有重要意义# 

本文在处理无限域问题时,首先以一定的半径 R 画圆,将问题划分成内部的有限局部域

和外部的无限规则域# 有限局部域用常规的有限元法来处理# 对于规则的无限外域问题将其

导向哈密顿体系[ 8]# 由此就可利用分离变量法和本征向量展开法, 推导出一种新的无限解析

元# 然后将该单元作为一个超级单元或作为一个子结构与有限局部域连接# 这样整个无限域

问题中的规则无限区域就处理成了一个单元,而该无限单元的刚度阵是精确的# 采用无限解

析元处理无限域问题可大大提高计算精度,降低计算工作量# 
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1  问题的描述

图1是一典型的扇形域# 对于一个具体的无限域问题,我们总能找到一个合适的、确定的

图 1 无限规则外域示意图

R ,然后作圆孤, 作为区分有限局部区域和无限规

则外域的分界线# 如图1所示, 以R 1为半径的扇

形域内即为有限局部区域,在有限局部区域内,可

用常规有限元法来处理, 其坐标系可根据结构特

点另行建立# 当 R2 y ] 时, R1对应的圆孤线之

外就是规则的无限外域了 # 本文将针对这一规

则无限外域在极坐标系中进行讨论# 为方便起

见,这里只讨论以 H= 0为对称的情况# 

考虑图1所示的扇形无限规则区域:

R1 [ r [ R 2 y ]   (- ( [ H [ ( )# 

采用极坐标, u, v 分别表示径向和环向位移, 可

写出H_R变分原理
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引入变换 N= lnr, 并引进变量 S r = rRr, S rH = rSrH, SH = rRH ,于是方程( 1)成为

  DQ
(

- (Q
N
2

N
1
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区域就成为 N1 [ N [ N2, - ( [ H [ ( ,其中 u, v , Sr , S rH, SH为独立变函数# 

将方程( 2)先对 SH取max ,有

  TSr + E u +
5 v
5H = SH, ( 3)

代入式( 1) , 消去 SH, u , v 是位移, S r , S rH为其对偶变量,令

  q = ( u, v)
T
, p = ( S r , S rH)

T
, ( 4)

再用一点代表对 N的微商,于是得到哈密尔顿体系的变分原理

  DQ
N
2

N
1
Q
(

- (
[ p

TÛq - H ( q, p ) ] dNdH= 0,

  H ( q, p) = S r Tu + T
5v
5H - S rH

5 u
5H- v -

E
2
u +

5v
5H

2

+

      1
2E
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2
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2
rH , ( 5)

将变分原理展开,得到对偶方程组

  Ûv = Hv ,  v =
q

p
,  H =

A - D

- B - Ac
, ( 6)

其中
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( 7)

以及在 H= 0处的对称条件或反对称条件:

  v = 0,  SrH= 0   (当 H= 0时) ( 8a)

或

  u = 0,  dv
dH
+ T
Sr

E
= 0   (当 H= 0时) ( 8b)

和在 H= ( 的自由边界条件:

  SrH = 0,  u + dv
dH
+ T
Sr

E
  (当 H= ( 时)# ( 9)

方程( 6)是齐次的,利用分离变量法, 有

  vi = 7 ie
L
i
N
,  H 7 i = Li 7 i ,  7 i =

qi

pi
, ( 10)

式中 7 i 是本征函数向量,只是 H的函数# 

2  本征值与本征函数向量

限于篇幅, 本文以无缺陷全圆情况为例说明推导过程# 其它问题方法类同# 此时侧边边

界条件( 9)应当用周期条件取代,即

  
u( N, - P) = u( N,P) ,  v ( N, - P) = v( N,P) ,

Sr ( N, - P) = S r ( N,P) ,  S rH( N, - P) = SrH( N,P)# 
( 11)

根据本征方程( 10) ,可解出对应的本征解# 由于有周期性和对称的要求, 本征根 L必然是 0,

? 1, ? 2, ,# 考虑无限域 N的取值范围, N2 y ] ,只有Re( L) < 0的本征解是适当的# 本征

向量解为:

  

u = A ucos(1 + L) H+ Cucos(1 - L) H,

v = Av sin( 1+ L) H+ Cvsin(1- L) H,

Sr = Ar cos(1+ L) H+ Cr cos(1- L) H,

SrH= AHsin(1 + L) H+ CrHsin(1- L) H# 

( 12)

本征解按 H= P/ 2可分为对称变形和反对称变形两组# 常数 Au , Av ,CH应满足方程( 10) ,

( 11) ,有

  A r = - AH,  A u = - Av ,  LAv = (1+ T) AH/ E, ( 13)

  

EL(1- L) Cu + (- 3 + T+ L+ LT) CH = 0,

(1 - L) Cr - (3- L) CH = 0,

EL(1- L) Cv + (3 - T+ L+ LT) CH = 0,

( 14)

取 Av = 1, 其余常数可由( 13) , ( 14)式确定# 
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3  无限解析元的刚度矩阵

在以上推导的基础上,将规则的扇形无限外域处理成一个超级单元, 推导出刚度阵, 这样

就可以和有限元法结合了# 而这个无限大扇形外域单元是用上述分析法来求解的, 因此称之

为无限解析元# 

考虑以 H= 0和 H= P/ 2为对称变形的情况# 在0 [ H [ ( = P/ 2内设有 nr 个节点与

结构的有限元节点相连,平面问题每个节点有两个位移 u, v, 但 H= 0的 1号节点只有 u , H=

P/ 2的 nr 号节点也只有u,因此该超级单元共有2nr - 2个出口位移# 与此对应,应该有2nr -

2个本征解# 即

  v ( N, H) = 6
2n
r
- 2

i= 1

ai 7 ie
( L
i
, N)
, ( 15)

其中 ai ( i = 1, 2, ,, 2nr - 2) 为待定常数, Li = - i ( i = 1, 2, ,, (2nr - 2) )# 

  根据与结构有限元节点相连接的 nr 个点的 2nr - 2个位移,可以将待定常数 ai ( i = 1, 2,

,, 2nr - 2) 确定# 即位移向量顺次取成( u1 = 1; u2 = 0, v 2 = 0; u3 = 0; 0; ,)T , ( u1 = 0; u2

= 1, v2 = 0; u3 = 0, 0; ,) T, (0; 0, 1; 0, 0; ,)T , ,共2nr - 2组位移向量时, 由式(15) 可以解出

2nr - 2组常数 ai# 将这些常数按列组成(2nr- 2) @ (2nr- 2) 的矩阵 T,它可以将扇形无限超

级单元的出口位移转换到 a i# 

计算单元刚度阵就是计算整个单元的变形能,而变形能即为式( 2)中的泛函# 将式( 15)代

入式( 2)中的泛函,利用分部积分及解式( 15)已满足全部方程及边界条件的特点,有单元变形

能

  U = 1
2Q

(

0
Sr ( H) u( H) + SrH( H) v( H) dH=

1
2
a
T
Raa, ( 16)

式中 a 是由a i ( i = 1, 2, ,, 2nr - 2) 所组成的向量, Ra 为相对a 而言的单元刚度阵,

  ( Ra ) ij =Q
(

0
S ri ( H) uj ( H) + S rHi ( H) vj ( H) dH# ( 17)

为了从 a变换到出口位移向量d = ( u1; u2, v2; ,un
r
)
T
, 则有

  a = T # d, Ke = T
T
RaT, ( 18)

Ke 就是超级单元的刚度矩阵了# 本征函数向量的共轭辛正交关系保证了刚度阵的对称性# 

注意此时单元局部坐标是极坐标,当与结构有限元相连,需进行坐标变换# 组装方式与一般

的有限单元完全一样# 在计算得到超级单元出口位移以后,用式(18) 计算 a, 由式(15)、(3)

可得到出口节点的 S r , S rH和SH, 然后就可得到出口节点应力分量的计算结果# 对无限规则区

域的应力值计算,只需输入相应点的极坐标值,根据式( 15)、( 3)就可计算得到对应的应力分量

值,而此时的计算结果是沿径向解析的, 具有良好的计算精度# 这样,一个无限大的规则区域

在导向哈密顿体系后,就可化归成一个无限解析单元了,这不仅大大简化了计算工作量, 同时

由于该单元的解析性质, 大大提高了计算精度# 这一点可以由后面的数算例看出# 

4  数 值算 例

算例 1

如图 2所示, 计算对象为一圆筒结构处于无限大区域内, 圆筒内边界受均布内压, 外边界
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受均布外压# 假设 q1 = 100N/m2
, q2 = 200N/ m2# 圆筒的材料常数为 E1 = 2 @ 1011N/ m2

, T1

= 0. 3;圆筒外无限大弹性体的弹性常数为 E2 = 2 @ 10
10
N/ m

2
, T2 = 0. 35# 圆筒结构内径为

1. 2m,外径为2. 0m# 根据对称性,取图 2中的1/ 4为计算对象,取半径 R = 1. 0m的圆为无限

规则外域与内部有限域的分界线# 有限元与无限解析元的计算模型如图 3所示# 整个扇形

无限外域用一个 5节点的无限解元处理, R2 取值可趋于无穷;其内部有限域用有限元处理,图

3中的1, 2, ,, 5既是无限解析元的节点号, 也是有限单元的节点号# 计算结果如表 1所示# 

本文解的计算模型共划分了 8个有限单元,一个无限单元, 15个节点;表中有限元解的计算模

型区域半径取为 10 m,全部采用有限元计算, 共划分了 80个单元, 99个节点# 当有限元网格

加密时,发现有限元解向本文解靠拢# 

图 2 内部结构(圆筒)在无限大弹性体中    图 3 含无限解析元的计算模型

  表 1 应力计算结果               单位: N/ m2

应 力

半径R / m
0. 8 1. 0

(内部结构)

1. 2 1. 5 2. 0 3. 0

有限

元解

Rr / ( N/ m2) 65. 26 110. 36 - 18. 68 - 13. 60 - 6. 49 - 3. 48

RH/ ( N/ m2) 552. 02 450. 04 18. 99 13. 86 6. 99 2. 87

本  文

解

Rr / ( N/ m
2) 69. 05 114. 56 - 19. 11 - 12. 23 - 6. 88 - 3. 06

RH/ ( N/ m
2) 560. 29 457. 36 19. 11 - 12. 23 6. 88 - 3. 06

图 4 无限大薄板孔口问题      图 5 含无限解析元的计算模型
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算例 2

无限大薄板的孔口问题# 薄板受单向均匀拉伸, p = 100 N/ m# 孔口形状如图 4所示,是

一正六边形, 取高度为1 m,宽度为0. 866 m# 按对称性,如图4中的1/ 4为计算对象,计算模型

如图5# 假设 E = 2 @ 1011N/m2
, T= 0. 3# 在孔口不规则区域采用有限元处理,在外部规则区

域采用无限解析元处理, 有限区域和无限区域的分界线如图 5# 计算结果如表 2# 表 2中,本

文解对应的计算模型如图 5, 有限单元数为 24个,另加一个无限解析元,节点总数为 36# 表中

的有限元解,为在距孔口较远处划出一较大区域,全部采用有限元计算的计算结果# 其中,有

限元 1代表计算模型的区域半径取 5. 0 m,单元总数为 80,节点总数为 99时的计算结果; 有限

元2代表计算模型区域半径取 10. 0 m, 单元总数 104为,节点总数为 126的计算结果# 当区域

取大,单元加密时,发现有限元计算结果向本文解靠拢# 

  表 2 应力计算结果               单位: N/ m
2

H= 60b 本文解 有限元解 1 有限元解 2

R /m Rx / (N/m2) Ry / (N/m2) Rx / (N/m2) Ry / ( N/ m
2) Rx / ( N/ m

2) Ry / ( N/ m
2)

0. 5 302. 54 84. 41 308. 90 85. 51 304. 04 84. 79

0. 6 173. 67 6. 08 177. 50 5. 45 175. 54 6. 12

0. 8 140. 62 - 0. 75 142. 93 - 2. 03 140. 62 - 1. 18

1. 0 120. 93 - 1. 02 129. 60 - 3. 51 127. 59 - 2. 64

1. 5 110. 67 - 1. 47 115. 13 - 3. 25 113. 62 - 2. 47

2. 0 106. 18 - 1. 03 109. 20 - 2. 25 108. 04 - 1. 59

3. 0 102. 81 - 0. 53 104. 06 - 1. 07 103. 84 - 0. 92

5. 0 101. 02 - 0. 20 100. 30 - 0. 54 101. 53 - 0. 42

8. 0 100. 40 - 0. 08 ) ) 100. 36 - 0. 07

10. 0 100. 25 - 0. 05 ) ) 100. 08 - 0. 13

5  结   论

由数值算例可以看出,用无限解析元处理无限规则外域, 具有良好的计算精度, 这是由该

单元解析的性质决定的# 同时,对于一个无限大的规则外域, 仅需用一个单元来处理, 这大

大地简化了数据准备工作, 降低计算工作量# 本文中的算例, 只是对无限解析元的正确性及

其性能给予了验证和初步的体现# 但由此可以看出, 这种无限解析元的优越性和潜在的应用

前景# 这种方法完全可以推广到三维无限域问题中# 
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Plane Infinite Analytical Element and

Hamiltonian System

SUN Yan1,  ZHOU Gang2,  LIU Zheng_xing1

( 1. Depa rtm ent of En gineer ing Mechan ics , Shan gha i Jia oton g Un iver sity ,
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Abstract: It is not convenient to solve those engineering problems defined in an infinite field by using

FEM. An infinite area can be divided into a regular infinite external area and a finite internal area. The

finite internal area was dealt with by the FEM and the regular infinite external area was settled in a

polar coordinate. All governing equations were transformed into the Hamiltonian system. The methods

of variable separation and eigenfunction expansion were used to derive the stiffness matrix of a new

infinite analytical element. This new element, like a super finite element, can be combined with com-

monly used finite elements. The proposed method was verified by numerical case studies. The results

show that the preparation work is very simple, the infinite analytical element has a high precision, and

it can be used conveniently. The method can also be easily extended to a three_dimensional problem.

Key words: infinite field; infinite analytical element; Hamiltonian system; method of eigenfunction

expansion; FEM
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