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摘要:  以血液流动为背景, 利用双参数摄动法研究了圆截面螺旋管内低频振荡流动, 得到问题的

二阶摄动解, 分析了轴向速度、二次流、壁面剪应力在不同时刻的特点及随时间和Womersley数的

变化情况# 研究表明:挠率对圆截面曲线管道内低频振荡流动的影响不可忽略, 尤其是轴向压力

梯度绝对值很小时,挠率将对二次流动结构起主要影响作用# 流函数的剧烈变化只发生在正、负

数值发生转变的很小的时间段内,大部分时间段内变化平缓# 壁面剪应力随 H的变化也很大# 
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引   言

近几年来, 曲线管道内非定常流动和生物力学中血液流动紧密地结合了起来# 目前可通

过对曲线管道流动的研究来揭示血管内血液流动的特点, 并预测动脉粥样的发生位置和探索

其形成机理[ 1]# Lyne[ 2]采用奇异摄动方法中的匹配原理,成功求解了轴向压力梯度按余弦振

荡时的圆截面弯管内的流动,并指出定常情况下的二次涡被挤在靠近壁面的 Stokes边界层内,

而在管道中部的二次涡与定常情况下的二次涡的方向相反# Mullin和 Greated
[ 3, 4]
分析了曲线

弯管内发展中的及充分发展的振荡压力梯度流动,该文认为在低频振荡压力梯度作用下,轴向

速度及二次流动为准定常 Dean 流# 之后, 许多后续研究又有进展, 1996 年, Lynch, Waters和

Pedley
[ 5]
首先提出了曲率随时间变化的弯管中的流动问题; 1999年, Waters和 Pedley

[ 6]
采用摄

动方法分析了随时间变化的曲率对二次流函数、轴向速度以及壁面摩擦力的影响# 以上文献

都将血管简化为平面弯管,忽略了挠率的影响# 

Caro[ 7]对生物血液流动的研究表明,动脉中的血液流动是一种非定常流动, 而血管是一种

既有曲率又有挠率的复杂曲线管道系统# Hirayama和 Okita
[ 8]
指出动脉血管特别是冠状动脉

血管其外形多为圆截面螺旋管道, 这样既能保证血液输送的畅通又能使血液到达组织的每一

部分, 供给充足的养料# 该文采用Kao[ 9]获得的螺旋管道内定常流动的摄动解, 研究了动脉血

管的摩擦力分布# Zabielski和Mestel
[ 10]
利用摄动法及数值计算方法求解了螺旋弯管内高频振
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荡流动# 基于以上研究, 本文采用双参数摄动法研究了螺旋弯管内低频振荡流动,讨论了挠率

对流动情况的影响# 本文不仅扩展了Mullin和 Greated
[ 4]
的结果, 而且获得若干新的结论和现

象# 

1  控 制方 程

图1给出圆截面螺旋管道和坐标系, R为管道曲率半径, 2PK 是螺距, R c为管道半径, u
*
,

v
*
, w

* 分别为( s* , r * , H) 方向上的速度# 定义如下无量纲量:

  ( s , r ) = ( s * , r * ) / R c, ( u, v, w ) = ( u* , v* , w * ) Rc/ M, p = p * R2c / QM2 ,

  J= J*
Rc , S= S

*
Rc = KJ, t = Xt

*
, A= Rc

X
M

1/ 2

,

图 1  圆截面螺旋管道和坐标系

其中 X为振荡频率, A为

Womersley 数 # 上式中, 带

(* ) 的为有量纲量# M, Q和p

分别运动粘性系数、流体的密

度和轴向压力, u、v 和w 分别

为径向、切向和轴向速度的物

理分量, wm 为轴向平均速度,

J* 为曲率, S* 为挠率,它们的

定义为: J*
= R/ (R

2
+ K

2
) ,

S*
= K / ( R

2
+ K

2
) , 假定流体

粘性不可压, 流动非定常且充

分发展, 则无量纲的控制方程

为:
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以上各式中:
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引进流函数 W满足:

  1
r
5W
5H= Mu, -

5 W
5r = Mv - Srw# ( 5)

这样连续性方程自动满足# 

2  摄  动  解

给定轴向压力梯度为如下余弦振荡:

  5p
5 s = - GcosXt# ( 6)

假定 S = KJ= E n 1 ,各物理量的展开按如下统一式:

  < = 6
n

i = 0

Ei<i# ( 7)

可以求得各阶摄动方程, 假定 A2为小量,则有 <i = 6
n

j= 0

A2jUij ,我们得到的各阶摄动解具有

如下表达式:

  w 0 =
G
4
(1- r2) cos t + A2 G

64
(3 - 4r2 + r4) sint +

    A4 G ( r
6
- 9r 4+ 27r2- 19) cos t

2 304
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) , ( 8a)

    W0 = 0, ( 8b)

  w 1 =
1

1 474 560
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    100 358r2- 85 870) ( cos2tG2+ 806 400(5r 4- 37r2+ 83) ) cosH) + O( A6
) , ( 8c)

  W1 = -
K

16
(- 1+ r 2) 2Gcos t +

G
2
rsinH

4 608
(- 4+ r 2) 2(- 1+ r2) cos t +

    A2 G
1 474 560
(- 1 + r 2) 2(1 280K(- 17 + 5r2) sint +

    Gr sinH(- 299 + 114r2- 13r 4) sin2t ) + A4
(

K
24 576
G(- 1+ r 2) 2(69 -

    26r2+ 3r 4) cos t -
G

2
rsinH

8 847 3600
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本文同样得到了二阶摄动解 w 2, W2(限于篇幅, 略去)# w 0 为直管内低频振荡流的摄动解,与

Mullin和 Greated( 1980)的表达式完全相同, 这证明了本文采用的方法是正确的# Mullin 和

Greated( 1980)通过对解的分析指出,上述各阶摄动解在 A [ 1. 5的范围内适用# 
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3  结果与讨论

1)  二次流动

( a) t = 0        ( b) t = 1. 606         ( c) t = 4. 72

(左侧为外侧, S = 0. 1, J = 0. 1,A = 0. 2, G = 150 )

图 2 二次流速度矢量图

( a)  t = 0               ( b)  t = 1. 606

( c)  t = 3. 14               ( d)  t = 4. 72

(左侧为外侧, 虚线为负值,实线为正值;

S = 0. 1, J = 0. 1,A = 0. 2, G = 150 )

图 3  轴向速度等值线随时间的变化

Mullin和 Greated( 1980)指出,弯管内低频率振荡流为准 Dean流动, 压力梯度的低频振荡,

对二次流动的影响并不明显# 图 2(左侧为外侧,下同)给出螺旋管内二次流随时间的变化情

况# 由图可知, 当 t = 0时, 此时的二次流型和螺旋管内定常流动近似相同,随时间的发展,靠

近下半截面的涡增加# 在 t = P/ 2时,轴向压力梯度为零,由正值向负值过渡# 时间继续增

加, 轴向压力梯度变为负值# 当 t = 1. 606时,由于压力梯度的绝对值很小,挠率起主要作用,

在挠率的作用下,二次流表现为按逆时针流动的环流, 时间继续增加,二次流表现为两个涡,和
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弯管相比,在挠率的作用下二次流按逆时针方向发生了转动,在 t = 3P/ 2左右,由负正值向正

值过渡,靠近上半截面的涡增加,当 t = 4. 72 , 二次流表现为顺时针方向流动的环流# 

( a)  S = 0, t = 0            ( b)  S = 0. 1, t = 0

( c)  S = 0, t = 1. 5            ( d)  S = 0. 1, t = 1. 5

( e)  S = 0, t = 4. 72            ( f)  S = 0. 1, t = 4. 72

( r : w ; v : w 1 ; o : w2 ; ý : w 0; J = 0. 2; G = 150 )

图 4  各阶摄动解及 w 随 r 变化

2)  轴向速度
图3给出了轴向速度等值线随时间的典型变化情况# 当 t = 0时, 轴向压力梯度为最大

值,轴向速度最大值靠近外侧, 最大值点移向上半截面, 这和定常螺旋管道中轴向速度分布表

现相一致# 随着时间的增加, 轴向速度最大值逐渐向下、向内移动# 当 t = P/ 2时,轴向压力

梯度值趋向于零,和图 t = 1. 606时情况相似,此时,轴向速度的负值首先出现在了上半截面的

管壁面处# 时间继续增加,当 t接近于P时,轴向压力梯度值达到了负的极大值# 此时,轴向
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速度绝对值的最大值仍然靠近外侧, 但和正的最大值相反, 该值出现在下半截面(图中 t =

3114)# 时间继续增加,轴向速度最大值逐渐向上、向内移动,到 t = 3P/ 2时, 轴向压力梯度又

出现由负值- 零- 正值的过渡# 与之相伴, 轴向速度正值首先出现在靠近内外半截面管壁处

(图中 t = 4. 72 )# 

图4给出了各阶摄动解 ( w 0, w1, w 2) 和 w 的情况# 为了便于比较,图中进行了标准化处

理(取 w 最大值为标准值, 以下标准化方法相似)# 由图可知: 在不同时刻,零阶摄动解随 r 变

化, 无论其值正、负, 都表现为抛物线型# 其极值点出现在 r = 0处# 由于时刻 t的不同,而形

成正值抛物线或者负值抛物线# 一阶摄动解 w1随 r的变化情况表现为正弦曲线型# 随着时

间点的不同,它的形状基本保持不变化或与正弦反对称# 二阶摄动解的情况为: 在 t = 0时

刻, 随变化的情况类似于正弦曲线;在 t = 1. 5时, 二阶摄动解表现为不规则曲线,在该时刻点,

负值部分沿 r占据了绝大部分,约为5/ 8强左右# 此时,挠率的影响表现出来# 由图4( c)、( d)

的比较可知,当挠率存在时, w2的正值部分与挠率不存在时相比,其沿 r 的范围要大一些;当 t

= 4172时,二阶摄动解的情况出现与 t = 1. 5时相反的现象# 图中也给出了 w 的变化趋势,

其表现与零阶摄动解相类似,这由于零、一、二阶摄动解具有相同的量级, 但不同的合成系数,

故各阶摄动解对 w 的影响作用也不一样# 图 5是 w 在有、无挠率影响时的对比情况# 从图

中可以看出,挠率存在对于 w 的作用是: 对于同一个 r ,它增大了轴向速度# 

( t = 0; H= P/ 2;A = 0. 8; J = 0. 2,

G = 150;虚线: S = 0; 实线: S = 0. 1 )

图 5 挠率对 w 的影响

图6给出了轴向速度随时间的变化趋势# 由

图6( a)可知: 零阶摄动解呈/ V0 抛物线形状,其极

大正值出现在 t = 0, t = 2P附近,而其极小值出

现在 t = P附近# 一阶摄动解 w1 的极大值出现

在 t = P附近;二阶摄动解的变化较大, 其极大负

值出现在 t = 0. 2附近, 而极大正值出现在 t =

316附近, 这是无挠率影响作用的情形# 图 6( b)

为考虑挠率影响作用的情形, 由图可知:在挠率影

响下,零阶摄动解和一阶摄动解基本不变化;而二

阶摄动解的/振幅0减小了许多# 

3)  流函数特点分析

图7给出了流函数等值线随时间发展变化的

过程# 在一个 2P时间周期内,流函数的变化也是周期性的# 当 t = 0时,流函数等值线大部分

为负值,且负值区域在管道的上部, 负值最大值的绝对值远大于正值的最大值,正值只是出现

在管道的底部较小的区域# 当 t = 1. 5时,正值的区域已经很小,这说明, 当 t = 0- > 1. 5时,

流函数的变化平缓,属于负值逐渐增加,正值逐渐减少的情况# 但 t = 1. 606时与 t = 1. 5时

相差很多,与 t = 1. 5时相比, t = 1. 606的流函数分布发生了很大的变化,即,在从 t = 1. 5到

t = 1. 606这0. 1的时间段里,流函数分布发生了剧烈变化# 当 t - > P/ 2时,轴向压力梯度出

现了正、负值间的过度,与此相伴, 流函数的分布则变化剧烈# 在之后的时间里,其发展情况为

与此相反的过程# 从上述可知:当轴向压力梯度出现正、负值间的过度时, 流函数的分布就发

生剧烈变化,且这种剧烈变化只发生在轴向压力梯度过度阶段的很小时间段内,而之前或之后

的时间里变化较为平缓; 流函数分布由全正或者全负到出现另一种值时,例如由全负值到出现

一些正值,新出现的值总是首先发生在管道的顶部# 
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( a)  S = 0               ( b)  S = 0. 1

( t : w0 ; o : w 1 ; ý : w2 ; v : w; r = 0. 1; H= 0; A = 0. 8; J = 0. 2; G = 150 )

图 6  摄动解随 t的变化

t = 0            t = 1. 5             t = 1. 606

(左侧为外侧,虚线为负值,实线为正值; S = 0. 1, J = 0. 1, A= 0. 2, G = 150 )

图 7  流函数等值线图

( a)  S = 0                     ( b)  S = 0. 1

( H = P/ 2, t = 0, J = 0. 2; G = 150; o : 1. 5; ý : 1. 2; v : 0. 8; t : 0. 4; )

图 8 不同 A值时流函数随 r 的变化趋势

图 8给出了流函数随 r 及不同的的A变化情况# 由图8( a) 可知: 在无挠率影响作用时,

随着 A的由小到大,流函数的极值绝对值则逐渐减小# 图 8( b) 给出了有挠率影响的情形,在

挠率影响作用下,随着 A值的增大,流函数正极值减小,而负的极值则基本上不是衰减,而是增

加了# 对比二图可知:流函数极值的出现位置发生了偏移,在无挠率时,流函数的正的极值出

现在 r = - 0. 4附近(图8( a) ) ,而挠率存在时,则出现在 r = - 0. 6 ~ - 0. 7之间(图8( b) ) ,在无

525圆截面螺旋管道内非定常流动研究



( o :正极值; p :负极值;S = 0;

t :正极值; u :负极值;S = 0. 1 )

图 9  流函数极值的时间变化趋势

挠率时,流函数的负的极值出现在 r = 0. 42附近,

而挠率存在时, 则出现在 r = 0. 3附近# 

图9给出了 A= 0. 8时流函数各时刻的极大

值随时间变化趋势# 由于流函数各极值表述了

二次流的强度, 因此,该图也就代表了二次流的强

度随时间的变化情况
[ 11]# 由图可知: 当无挠率

影响时,流函数各时刻的正、负极值的变化范围较

窄# 在 t = P/ 2, t = 3P/ 2其值近似为零,这对应

于流函数在该时刻的正、负值间的转换 # 在 t =

P附近都达到各自的最大极值 # 当有挠率影响

时,流函数各时刻的正、负极值的变化范围扩展了

许多# 随时间的变化也发生了明显的不同# 在

( a)  t = 0                    ( b)  t = 1. 5

( c)  t = 4. 72

( J = 0. 2; G = 150; t : A= 0. 4;

r : A = 0. 8; o : A= 1. 2; v :A = 1. 5 )

图 10 不同 A值的壁面剪应力随

H的变化趋势

t < P/ 2或者 t > 3P/ 2时, 正的各极值基本保持不

变,而在 P/ 2 < t < 3P/ 2变化很大# 负的极值则

与之相反,当 0 < t < P/ 2或者3P/ 2 < t < 2P时,

负的各极值变化很大, 且其变化范围明显大于无

挠率影响时, 在P/ 2 < t < 3P/ 2时, 负的各极值基

本保持不变,且其变化范围明显小于无挠率影响

时情形# 

4)  壁面剪应力

图10给出了壁面剪应力随 H在不同时刻的

变化趋势# 由图可知,在 t = 0、t = 1. 5时,壁面

剪应力的极大值出现在 H= 0、H= 2P处,即管道

的内侧# 而其极小值则出现了差别,在 t = 0时,

出现在 H= P处, 即管道的外侧点# 而在 t = 115

时,其极小值不再是一个单值,而是一个相对的小值区域,出现在 H= 2至 H= 4(平均而言) 之

间,即管道的外侧部分# 在 t = 4. 72时为相反的情况,在该时刻,所有的壁面剪应力都为负值# 

壁面剪应力的极大值出现在 H= P处, 即管道的外侧# 而其极小值则根据不同的 A值有所不

同,当 A= 0. 4时, 其极小值不再是一个单值,而是两个,出现在 H= 1. 57和 H= 4. 72附近,即
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( a)  S = 0          ( b)  S = 0. 1

( J = 0. 2; G = 150; H= 0; t : A= 0. 4; r : A = 0. 8; o : A= 1. 2; v :A = 1. 5 )

图 11  壁面剪应力随时间变化趋势

管道的上、下部分;而其他 H值时,出现在 H= 0、H= 2P处# 

图11给出了壁面剪应力随时间的变化趋势,在 t = P附近, 壁面剪应力达到极小值, 在 t

= 0及 t = 2P处达到极大值# 对比图 11( a)、( b)两图,可知:极值总是出现在半个或一个周期

的整数倍时间点上# 

4  结   论

本文通过摄动法研究了圆截面螺旋弯管内的振荡轴向压力梯度流动的特性# 在轴向压力

梯度很小时,挠率将对二次流动的分布起主要作用# 本文也讨论了轴向速度分布及轴向压力

梯度的变化# 轴向速度等值线随时间变化,其最大绝对值(正、负)均靠近弯管外侧, 但上、下位

置不同# 轴向速度正、负之值之间相互转化时,发生初变的位置也不一致# 对流函数等值线的

分布变化也进行了讨论# 和轴向压力梯度过渡相伴随,流函数等值线的分布则变化剧烈,这和

其他阶段的平缓变化形成鲜明的对比# 流函数极值随时间的变化则与挠率的影响关系密切,

有挠率作用时,在一个周期中,当正极值变化剧烈时,负极值则变化平缓, 当负极值变化剧烈

时,正极值则变化平缓# 这和无挠率作用时的情况完全不同# 
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A Study on the Unsteady Flow in a Helical Pipe
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Abstract: A study on the unsteady low_frequency oscillatory flow in a helical circular pipe is carried

out based upon the blood flow in vessels, using the method of bi_parameter perturbation. The second

order perturbation results were obtained and the characteristics were analyzed at different time of the

axial velocity, of the secondary flow, and of the wall shearing stress. Also done the analysis of

above_mentioned variables that varied along with time and Womersley number. The results indicate

that for a helical pipe, the torsion exerts the main influence on the distribution of secondary flow ve-

locity, especially when the absolute value of axial press gradient is rather small. The severe variation

of stream function takes place within a very short period, during which time the stream function de-

velops from positive value to negative value and vice versa, while in most cases in a cycle, the varia-

tion is smooth. The wall shearing stress changes severely with theta too.

Key words: oscillatory flow; perturbation method; helical pipe
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