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几类非线性发展方程的解析解
X
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摘要:  研究下列偏微分方程: 广义五阶 KdV方程 ,水波方程, Kupershmidt方程,耦合 KdV方程# 通

过引进一个二阶常微分方程,采用不同的 ansatzes 方法找到了这些问题的解析解# 
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引   言

众所周知, 许多重要的动力系统都可以用特殊的非线性偏微分方程来描述# 当一个非线

性偏微分方程被用来描述一个具有某些传播或聚集性质的物理参数时,最重要的物理动机之

一是求解偏微分方程的具有某种类型的行波解# 在过去几十年中,数学家、物理学家们在此领

域中已有许多的尝试[ 1] ~ [ 16] ,然而,由于数学方面的复杂性,获得的技术和方法极为有限# 

在已取得的方法中, 最有效的求解偏微分方程的精确的解析解方法之一是 ansatz方法# 

本文我们通过引进一个二阶常微分方程采用不同的 ansatzes方法得到广义五阶 KdV方

程,水波方程, Kupershmidt方程,耦合 KdV方程的清晰的解析解# 此二阶常微分方程为

  d
2
v

dN2
= bv

2
+ cv, ( 1)

这里 b和c是待定常数# 我们可容易地得到以上微分方程的解# 方程(1) 两边同乘 vc , 然后

对它积分一次可得

  v
c2
=

2
3
bv

3
+ cv

2 , ( 2)

方程( 2)有如下形式的解

  v = -
3c
2b

sech2 c
2
( N- N0) 或 v =

3c
2b

csch2 c
2
( N- N0) , ( 3)

这里 c 是一个正常数# 

1  广义五阶 KdV方程

在这节中, 我们考虑下列广义五阶 KdV方程的精确的解析解
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  ut + D(1+ BuA) uAux + Cu5x = 0, ( 4)

这里 A, D, C是正实常数, B是负的实常数# 

以下我们将求方程( 4)的解析解# 令 u( x , t ) = u( N) , N= x - Kt , 这里 K是传波速度,因

此方程( 4)转换为一个如下形式的非线性常微分方程

  - Kuc+ D(1 + BuA) uAuc+ Cu ( 5)
= 0, ( 5)

这里/c0代表 d/ dN# 对方程( 5)进行积分, 我们有

  - Kuc+ D
1 + A

u
A+ 1

+
DB

2A+ 1
u

2A+ 1
+ Ku ( 4)

= 0# ( 6)

我们考虑如下 ansatz:

  u = Av
h
, v d = bv

2
+ cv , ( 7)

这里 A , b, c 和h 是待定实数,所以我们可有

  u
(4)

= A
b

2

9
h ( h + 1) (2h + 1) (2h + 3) vh+ 2

+

     bc
3
h(2h + 1) (2h2

+ 2h + 1) vh+ 1
+ h

4
c

2
v
h # ( 8)

将( 7)和( 8)代入( 6) , 然后平衡方程两边非线性项并比较 v 的同次幂,我们可以得到 h = 1/ A,

及

  - KA + A
c

2

A
4 = 0, ( 9)

  D
A+ 1A

A+ 1
+ AC

bc( A+ 2) ( A2
+ 2A+ 2)

3A
4 = 0, ( 10)

  DB
2A+ 1

A
2A+ 1

+ AC( A+ 1) ( A+ 2) (3A+ 2)
9A4 = 0# ( 11)

从( 9) ~ ( 11) ,我们有

  K= -
D(2A+ 1) (3A+ 2)

B( A+ 1) ( A+ 2) ( A2
+ 2A+ 2) 2, ( 12)

  c = A
2

-
D(2A+ 1) (3A+ 2)

B( A+ 1) ( A+ 2) ( A
2
+ 2A+ 2)

2 , ( 13)

  A = -
( A+ 1) ( A+ 2) ( 2A+ 1) (3A+ 2)

9A4DB
b

2

1
2A

# ( 14)

从( 3) , ( 7) , ( 12) ~ ( 14) ,我们有

  u = Av
h
=

(2A+ 1) (3A+ 2)

2B( A2
+ 2A+ 2) 2

1/ A

sech2/ A c
2
( N- N0) ( 15)

或

  u =
(2A+ 1) (3A+ 2)

2B( A2
+ 2A+ 2) 2

1/ A

csch2/ A c
2
( N- N0) # ( 16)

很明显解( 15)和( 16)与文[ 4]中用另一种 ansatz方法得到的解是相同的# 

2  水 波方 程

本节我们考虑下列由 Olver
[ 6]
提出的描述浅水平底上长、小波的水波方程的精确的解析解

  ut + ux + c1uux + c2u3x + c3uxuxx + c4uu3x + c5u5x = 0, ( 17)

令 u( x , t ) = u ( N) , N= x- Kt ,这里 K是传播速度,所以方程( 17)就转化为如下一个非线性常

微分方程
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  (1 - K) uc+ c1uuc+ c2uÊ + c3ucud+ c4uuÊ + c5u
(5)

= 0, ( 18)

积分方程( 18) ,我们有

  (1 - K) u +
c1

2
u

2
+ c2ud+

c3- c4

2
u

c2
+ c4uud+ c5u

(4)
= 0# ( 19)

然后,我们作以下 ansatz:

  u = a1v + a2v
2
,  vd = bv

2
+ cv , ( 20)

这里 A1, A2, b 和 c 是待定实数# 

从( 20) , 我们有

  u
c2

=
8
3
a

2
2 bv

5
+

8
3
a1a2 b + 4a2

2 c v
4
+

3
2
a1 b + 4a1a2 c v

3
+ a1

2
cv

2 ,

  ud =
10
3
a2bv

3
+ (4a2 c + a1 b ) v

2
+ a1 cv ,

  u
(4)

=
70
3 a2 b

2
v

4
+

10
3 [ 13a2bc + a1b

2
] v

3
+ [ 16a2c

2
+ 5a1 bc] v

2
+ a1 c

2
v ,

将 u
c2
, ud, u ( 4) 和(20) 代入(19) ,比较 v 的同次幂的系数,我们有

  a
2
2 b[ 5p 5+ 4p 3] = 0,  a1 c

2
p 6+ a1 cp 4+ a1p 1 = 0,

  70
3
a2 b

2
p 6+ 4a2

2c +
13
3
a1a2 b p 5+

8
3
a1a2b + 4a2

2 c p 3 + a
2
2p 2 = 0,

  10
3
[ 13a2 bc + a1 b

2
] p 6+ (5a1a2 c + a

2
1 b) p 5+

10
3
a2 bp 4+

    2
3
a

2
1 b + 4a1a2c p 3+ 2a1a2p 2 = 0,

  (16a2c
2
+ 5a1bc) p 6+ a1

2
cp 5+ (4a2c + a1 b) p 4+ a

2
1 cp 3+ a

2
1p 2+ a2p 1 = 0,

这里 p 6 = c5, p 5 = c4, p 4 = c2, p 3 = ( c3- c4) / 2, p 2 = c1/ 2, p 1 = 1- K, 解以上代数方程, 我

们可以得到以下四对解

  a1 = -
10bp 6

2p 2+ 3p 5
,  a2 = 0,  c =

10p 2p 6- 2p 4p 5

5p 5p 6
,  p 1 = - cp 4- c

2
p 6; ( 21)

  
a1 = 0,  5p 5+ 4p 3 = 0,  a2 = -

910p 2
6

3( p 4p 5+ 13p 2p 6)
b

2
,

c = -
p 4

13p 6
,  p 1 =

36p
2
4

169p 6
,

( 22)

  p 6 = 0, 5p 5+ 4p 3 = 0, a1 = -
2p 4

p 2
b, a2 =

p 4p 5

p
2
2

b
2
, c =

p 2

p 5
, p 1 = cp 4 ( 23)

  
a1 = -

70p 6b

3p 5
,  a2 =

35(12p 2p 6- p 4p 5)

27p 2
2

b
2
,  c =

p 2

p 5
,

p 1 = - cp 4- c
2
p 6, p

2
4p

2
5- 13p 2p 4p 5p 6+ 15p 2

2p
2
6 = 0,

( 24)

从( 21) ~ ( 24) ,我们可得到方程( 7)的四对解# 

  u = a1v =
15cc5

c3+ c4
sech2 c

2
( N- N0) , 或 u = -

15cc5

c3+ c4
csch2 c

2
( N- N0) , ( 25)

这里 c =
5c1 c5- 2c2 c4 - c2c3

5c4c5
> 0, K= 1+ cc2 + c

2
c5 # 

  u = a2v
2
= -

1365c2
5

169(2c2c4+ 13c1 c5)
sech4 c

2 ( N- N0) 或
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  u = -
1365c

2
5

169(2c2c4+ 13c1 c5)
csch

4 c
2
( N- N0) , ( 26)

这里 c = -
c2

13c5
, (2c2c4+ 13c1 c5) X 0, K= 1-

36c2
2

169c5
, 2c3+ 3c4 = 0# 

  
u = a1v + a2v

2
= -

3c2

c4
sech2 c0

2
( N- N0) +

9c2

c4
sech4 c

2
( N- N0) 或

u =
3c2

c4
csch2 c

2 ( N- N0) +
9c2

c4
csch4 c

2 ( N- N0) ,

( 27)

这里 c5 = 0, 2c3+ 3c4 = 0, c = -
c1

2c4
, K= 1-

c1c2

2c4
# 

  

u = a1v + a2v
2
=

35c1c5

2c4
2 sech2 c

2
( N- N0) -

  
35(6c1c5- c2 c4)

12c4
2 sech

4 c
2
( N- N0) 或

u = -
35c1c5

2c4
2 csch2 c

2
( N- N0) -

35(6c1 c5- c2 c4)

12c4
2 csch4 c

2
( N- N0) ,

( 28)

这里 2c3+ 3c4 = 0, 4c2
4c

2
2- 26c1c2c4c5+ 15c2

1 c
2
5 = 0, c = c1/ (2c4) > 0, K= 1- cc2+ c

2
c5 # 许

多作者曾讨论过水波方程,例如H. J. Lu和M. X. Wang[ 16] , 他们采用 ansatzu( N) = My / (1+ y )
2
,

y = ekN得到了此问题 的具有钟型波 的解# 事实上, 这个解是我们的解( 25)的前半部分# 所

以,在本篇文章中我们得到了水波方程的更多类型的精确的孤立子解# 

3  Kupershmidt方程

本节我们考虑下列Kupershmidt方程[ 7]

  ut = u5x +
5
2
uuxxx +

25
4
uxxux +

5
4
u

2
ux , ( 29)

令 u ( x , t ) = u( N) , N= x - Kt ,积分方程( 29) , 我们有

  E - Ku = u
4
+

5
2
uud +

5
8
uc+ 5

12
u

3
, ( 30)

这里 E 是积分常数# 对此问题作以下 ansatz

  u = A+ v,  vd = bv
2
+ cv , ( 31)

这里 a, b , c是待定常数# 这样

  uc= vc,  ud = vd = bv
2
+ cv,  u

c2
= v

c2
=

2
3 bv

3
+ v

2
,  uÊ = 2bvvc+ cvc,

  u
(4)

= 2bv
c2
+ 2bvvd + cvd =

10
3 bv

3
+ 5bcv

2
+ c

2
v ,

  uud = ( a + v ) ( bv
2
+ cv ) = bv

3
+ ( ab + c) v

2
+ acv,  E - Ku = E - aK- Kv,

  u
3
= ( a + v)

3
= v

3
+ 3av2

+ 2a2
v + a

3
,

将以上代数方程代入( 30) ,比较 v 的同次幂系数,我们有

  10
3
b

2
+

5
2
b +

5
4
b +

5
12

= 0,  5bc + 5
2
( ab+ c) +

15
8
c +

5
4
a = 0,

  c
2
+

5
2
ac +

5
4
a

2
= - K,  E - Ka =

5
12

a
3 ,

所以
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1) : b= - 1, c= - 2a, K= - a
2

4
,  2) : b= - 1

8
, c= - a

4
, K= - 11

16
a2,

因此方程( 29)有以下两对解

  u = a - 3asech2 - 2a
2

( N- N0) ,或 u = a + 3acsch2 - 2a
2

( N- N0) # 

这里 K= - a
2
/ 4# 

u = a - 3asech2 - a
4

( N- N0) 或 u = a + 3acsch2 - a
4

( N- N0)

这里 K= - 11a2
/ 16 # 

4  耦合 KdV方程

1981年Hirota 和Satsuma[ 5]引进了如下方程组

  
u t - a( uxxx + 6uux ) = 2bvvx ,

vt + vxxx + 3uv x = 0,
( 32)

它是描述具有不同色散关系的两个长波的相互作用# 

以下我们讨论如下形式的 HS方程组:

  
u t + 6Auux - 6vvx + Auxxx = 0,

vt + 3Auvx + Avxxx = 0# 
( 33)

我们作下列 ansatz:

  u = av , vd = bv
2
+ cv

则 uc = avc, vÊ = (2bv + c) vc, uÊ = avÊ = (2abv + ac) vc , 所以方程( 33)变成下列形式

  
- Kavc+ 6Aavavc- 6vvc+ A(2abv + ac) vc= 0,

- Ka + 6a2Av - 6v + 2abAv + Aac = 0,
( 34)

从( 34) ,我们得到

  - Ka + Aac = 0,  6Aa2
= 6+ 2Aab = 0,

  - K+ Ac = 0,  3Aa + 2bA= 0,

所以 K= Ac, 3a + 2b = 0, (3a
2
+ ab) A= 3 ( a X 0) , 因而我们可得到 a

2
= 2/ a, b = - 3a/ 2

= - (3/ 2) ( ? 2/ A) = º3/ 2A, c 是任意常数# 问题( 33)有下面形式的解

  u = av = a (-
3c
2b

) sceh2 c
2
( N- N0) = c sech2 c

2
( N- N0) ,

  v = -
3c
2b

sceh2 c
2
( N- N0) # 

对于问题( 33) ,有些作者
[ 13, 14, 15]

得到了和我们的不同形式的精确的孤立子解# 另外作

者[ 19]得到了具有钟型波的的解# 

自此,我们通过采用不同的 ansatzes找到了广义五阶 KdV 方程, 水波方程, Kupershmidt 方

程以及Hirota_Satsuma系统的解# 本文的 ansatze可能会产生孤立子行波解和奇异解,因此以上

方法可以成为解决其它高阶的非线性物理模型的一个很好的借鉴# 
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Analytical Solutions for Some Nonlinear Evolution Equations

HU Jian_lan,  ZHANG Han_lin

( In stitute of Applied Scien ce , Beijing Polytechnic Univer sity ,

Beijin g , 100022, P . R . Chin a )

Abstract: The following partial differential equations are studied: generalized fifth_order KdV equa-

tion, water wave equation, kupershmidt equation, couples KdV equation. The analytical solutions to

these problems via using various ansatzes by introducing a second_order ordinary differential equation

are found out.

Key words: nonlinear physical model; ansatz method; analytical solution
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