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摘要 :  建立了混合硬化正交各向异性材料的屈服准则, 进而推导了与之相关的塑性流动法则# 

根据简单应力状态的实验曲线,可得到广义等效应力_应变关系# 初始屈服曲面与材料的弹性常数

有关,材料退化为各向同性且只考虑各向同性硬化时,屈服函数退化为 Huber_M ises 屈服函数, 相关

的本构方程退化为 Prandtl_Reuss方程# 
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引   言

Hill于 1948年在 Mises屈服准则的基础上首先提出了一个正交各向异性材料的屈服准则

及与之相关的流动法则
[ 1]
,得到了广泛的应用# 但 Hill屈服准则采用了与应力球张量无关的

假设, 这一点与实际情况有一定差异,因为在球张量作用下,正交各向异性材料会产生较大的

形变# 对于循环加载情况,由于/鲍氏效应0的影响, 有的各向异性材料产生了明显的/运动硬

化0,如果仍然按照各向同性硬化来建立本构关系, 势必产生较大的误差# 本文在 Hill准则的

基础上,进行了修正和推广,同时考虑材料的/运动硬化0和/等比硬化0,提出了一个混合硬化

正交各向异性材料的屈服准则,并推导与之相关的流动法则# 该屈服准则可退化到Hill准则,

当材料退化为各向同性时,甚至可退化到Mises屈服准则# 因此,它具有更广泛的适用范围# 

1  混合硬化屈服准则

本文的基本假设为: ¹ 静水压力产生塑性变形,塑性应变可压缩# º 由主动应力均匀扩

张不影响塑性变形# » 屈服曲面在应力空间中随着塑性应变的产生不断移动和扩张# ¼无

量纲化后的正交各向异性材料的屈服准则与各向同性材料的屈服准则(Huber_Mises准则)同

构,且当正交各向异性材料退化为各向同性材料时,其屈服准则退化为Huber_Mises准则# 

基于以上 4个假设,取混合硬化的屈服准则为:

  f ( Rij - bij ) - J(F) = 0, ( 1)
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其中 f ( Rij - bij ) 为屈服函数; J(F) 为硬化参量,它表示屈服曲面的大小,常设为等效应力�R; F

为内变量,一般取作等效塑性应变�Ep, J(F) 随塑性应变的演化即反映材料的各向同性硬化; bij

是二阶对称张量,表示屈服曲面的中心, 称为/背应力0, 它随着塑性应变的演化即反映材料的

/运动硬化0; Rcij = Rij - bij 称为/主动应力0,它是引起塑性变形的主要因素# 同时考虑各向同

性硬化和/运动硬化0,即构成/混合硬化0# 为满足假设 º ,有由主动应力 Rij - bij 引起的应变

分量满足 Ec11 = Ec22 = Ec33 , 即

  
R11- b11

C11 + C12+ C13
=

R22- b22

C12+ C22+ C23
=

R33 - b33

C13+ C23 + C33
, ( 2)

其中 Cij 为材料的弹性常数# 令屈服函数 f ( Rij - bij ) 有如下形式:

  f = K12( R
c
11- L12A12R

c
22)

2
+ K 23( R

c
22- L23A23R

c
33)

2
+ K 31( R

c
33- L31A31R

c
11)

2
+

    2K 44R
c2
44+ 2K 55R

c2
55+ 2K 66R

c2
66, ( 3)

其中

  A12 =
C11+ C12+ C13

C12+ C22+ C23
, A23 =

C12+ C 22+ C23

C13+ C 23+ C33
, A31 =

C13 + C23+ C33

C11 + C12+ C13
# 

它表明正交各向异性材料的初始屈服曲面与材料的弹性常数有关,这是 Hill理论所没有的特

点# 若不考虑运动硬化, bij = 0, 则 Rcij = Rij ,再令 A12= A23 = A31 = L12 = L23 = L31 = 1, (3)

式退化为Hill于 1948年提出的关于正交各向异性材料的屈服函数# 

2  相关的流动法则和本构方程

为满足假设¼, 对屈服函数无量纲化,选取系数

K 12 =
1

2 2211
, K 23 =

1
2 2222

, K 31 =
1

2 2233
, K 44 =

1
2 2244

, K 55 =
1

2 255
,

K 66 =
1

2 266
, L12 =

211
A12 222

, L23 =
222
A23 233

, L31 =
233

A31 211
,

( 4)

式中 211、222、233分别为正交异性材料主轴 x、y、z 方向的屈服应力, 244、255、266分别为对应

于坐标平面( x , y )、( y , z )、( z , x ) 的纯剪屈服应力# 于是( 3)式变为:

�f =
1
2
[ (�Rc11 - �R

c
22)

2
+ (�Rc22 - �R

c
33)

2
+ (�Rc33 - �R

c
11)

2
] + �Rc244 + �R

c2
55 + �R

c2
66, ( 5)

其中 �Rcij = ( Rij - bij ) / 2 ij # 根据无量纲化屈服函数( 5) ,定义等效主动应力

�R =
K

2
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c
22)

2
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c
33)

2
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式中应力量纲的常数 K 待定# 将塑性势函数取作

f =
K
2

2
[ (�R
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2
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相关的流动法则为

  dEij = dK
5f
5Rij ( 8)

即

193刘  腾  喜    黄  世  清    傅  衣  铭
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将( 9)式代入等效主动应力的定义式( 6) ,得

  �Rc =
1

3 2K dK
( 211dE

p
11- 222dE

p
22)

2
+ ( 222dE

p
22- 233dE

p
33)

2
+

    ( 233dE
p
33 - 211dE

p
11)

2
+

9
2 [ ( 244dE

p
44)

2
+

    ( 255dE
p
55)

2
+ ( 266dE

p
66)

2
]

1/ 2
, ( 10)

因而定义等效塑性应变增量为
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对于正交各向异性材料, 由于异性主轴方向正应力的屈服应力不相等,异性主轴平面上剪应力

的屈服应力也不相等,因而各向同性硬化的概念已不适用, 不妨采用等比硬化的概念来描述材

料屈服曲面在空间的形状变化# 假定

  �Rc = UQd�Ep , ( 12)

曲线 U可由简单应力状态试验确定# 不同主方向加载时,等效主动应力的定义式(6) 和等效

塑性应变增量的定义式( 11) 中的 K 取不同的值, 即 U不唯一,但它们描述了同一个塑性变形

规律# 对于等比加载的特例,有Qd�Ep= �Ep# 由于/鲍氏效应0的存在,材料具有运动硬化的特

性,背应力 bij 也可以由简单应力状态试验确定# 这里假设运动硬化模型为

  Ûbij = W(ÛEpij ) , ( 13)

式中函数 W即为运动硬化曲线, 等比加载时, bij = W( Epij )# 由(12)、(13) 式求导, 有 d�Rc =

Ucd�Ep ,联立( 10)、( 11)、( 12)式可得

  dK=
d�Rc
2�RcUc# ( 14)

上式代入( 9)式, 求得
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( 15)

上式与( 12)、( 13)式一起就构成了混合硬化正交各向异性材料的增量型塑性应力_应变关系# 

将弹性应变和塑性应变叠加, 即可得到混合硬化正交各向异性材料的增量型弹塑性本构方程
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  dEij = L ijr s#dRrs + A#dK 5f
5Rij

, ( 16)

其中 L ijrs 为弹性柔度系数, 当应力状态处于弹性范围或卸载时 A= 0,应力状态处于塑性范围

且加载时 A= 1# 

图 1  材料性质对矩形板临界应力

Repcr / MPa 的影响

3  数 值算 例

应用以上本构关系,并结合 Hill的分叉点屈

曲理论[ 2] , 我们分析了正交各向异性矩形薄板受

面内均匀压缩时,材料性质及长度比 B对弹塑性

屈曲临界荷载的影响(详细过程见文献[ 3] ) # 忽

略/运动硬化0的影响,且考虑等比加载,相似强化

函数取为

  �R = U(�Ep) = N+ G#(�Ep) n
, ( 17)

其中 �R为等效应力, �Ep 为等效塑性应变, N常取为

初始屈服时的等效应力, G为硬化参量, n 为硬化

指数,且有 0 < n < 1# 各向异性材料常数取为E 1= 250 GPa, E2 = 150 GPa, G12= 50GPa, 211

= 550MPa, 222 = 400 MPa, 212 = 200 MPa, G= 550 MPa, n = 0. 29, M12 = 0. 3# 各向同性

材料常数取为 E1 = E2 = 250 GPa, G12 = 50 GPa# M= 0. 3, 211 = 222 = 550 MPa, 212 = 200

MPa, G= 550MPa, n = 0. 29# 厚度 t = 0. 05 m# 

图1中,曲线 1和曲线 2分别为正交各向异性材料板的弹塑性屈曲、弹性屈曲临界应力受

长宽比 B的影响曲线# 当材料退化为各向同性时, 板的弹塑性、弹性屈曲临界应力受长宽比 B

的影响曲线如曲线 3和曲线 4所示,该结果与根据文献[ 4]的有关公式计算结果吻合# 

4  结   论

1) 本文提出的混合硬化正交各向异性材料的屈服准则与无量纲化的 Huber_Mises屈服准

则同构,初始屈服曲面与材料的弹性常数有关# 

2) 材料等比强化的等效应力_等效塑性应变曲线以及运动强化的背应力_塑性应变曲线不

唯一,依赖于确定曲线的实验应力状态,但它们描述同一个塑性变形规律# 

3) 本文是对Hill关于正交各向异性材料的屈服准则及其相关的流动法则的修正和推广,

可以退化到 Hill屈服准则及相关的流动法则; 当正交各向异性材料退化为各向同性材料且只

考虑各向同性硬化时,屈服函数( 3)退化为Huber_Mises屈服函数,相关的本构方程( 15)退化为

Prandtl_Reuss方程# 

4) 该理论形式简明, 应用方便;且数值算例表明各向同性结果与已有结果吻合,验证了其

正确性# 
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The Consti tutiv e Equa ti ons f or Mi xed Hardening

Or thotropi c Ma terial
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A bst ra ct: A dimensionless stress yield criterion is proposed to describe the mixed hardening of or-

thotropic material, including kinematic hardening and proportional hardening, and the associated plastic

flow law is derived. The generalized effective stress_strain formulae can be obtained correspondingly

based on the experimental stress_strain curves in various simple stress states. The initial plastic

anisotropy is influenced by the elastic anisotropy. The yield creterion can be reduced to Huber_Mises

Criterion for isotropic materials and associated constitutive equations can be degenerated into Prandtl_

Reuss Equations.

K ey w ords: anisotropy; mixed_hardening; elastoplasticity; yield criterion; constitutive equations
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