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圆薄膜在集中力作用下的大变形
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摘要: � 利用圆薄膜在中心集中力作用下大变形的基本方程、边界条件和 Hercky变换, 求解了非线

性边值问题,推广了 Hencky变换, 得到了集中力作用下圆薄膜大变形问题的精确解��
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1 � 轴对称圆薄膜的大变形问题

轴对称圆薄膜的大变形问题,是一个具有实际意义的问题�� Hencky( 1915) [ 1] 得到了均布

力情形的幂级数解; �� !∀  #( 1951)
[2]
得到了集中力作用下圆环膜的解析解,解答当 �= 1�3时

是精确的�� 钱伟长等( 1981)
[ 3]
得到了圆膜中心部分受均布力情形的解析解�� 其它作者[ 4] ~ [ 6]

的结果都是近似的解�� 本文推广了 Hencky 变换,得到了集中力作用下圆膜大变形问题的精确

解,解答是简单的�� 本文情形只是文[ 2]和[ 3]的一种特殊情况,但由文[ 2]和[ 3]的复杂的解析

结果难于直接导出本文解答, 因此本文结果是有益的��

图 1� Hencky 问题 � � � � � � � 图 2� 圆薄膜受集中力作用问题

2 � 基本方程和Hencky变换的推广
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图 3� 圆薄膜中心部分受均布载荷的问题
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式中: r为径向半径; R为圆膜半径; h为厚度; w 为挠

度; Nr 为径向薄膜力; E 为弹性模量; �为泊松系数;

P 为集中力��

则圆薄膜在中心集中力作用下大变形问题的基本方程为
[ 3]

� � p = x sv �� ( 1)

� � ( xs)� = v
2 ��

式中 ( )�= d�dx�� 消去 v ,并令 z = xs , 得

� � z� = p
2
z
- 2

( 2)

相应有边界条件

� � x = 1, 2z�- ( 1+ �) z = 0�� ( 3)

在膜中心处,由于集中力存在, N r 具有奇异性,因此有 x = 0点条件

� � lim
x � 0

z ( x ) = O ( x
�
) , 且 �< 1�� ( 4)

我们的问题是在条件( 4)下求解非线性边值问题( 2)、( 3)��

设方程( 2)的另一特解为 z 1 ( x ) , 则变换

� � z ( x ) = a
k
z 1 ( x 1 ) , x1 = ax + b�� ( 5)

若代入( 2)式中, 有
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如果令 a � 1,则( 6) 式恒成立�� 此时变换( 5) 式得出( 2) 式的通解, b 为积分常数�� b = 0情

形的变换即Hencky 变换
[ 1]
,因此( 5)式可看做Hencky变换在集中力情形的推广��

3 � 解 � � 答

取方程( 2)的任一特解为

� � z ( x ) = p
2�3
x
� �
�

n= 0
anx

�

代入( 2)式得

� � x
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�
�

n= 0
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由上式,可知应有

� � 3�- 2 = 0, 即 �=
2
3

( 9)

以及

� � -
2
9 a

3
0 = 1, 即 a0 = -

9
2

1�3

,

� � an = 0 � � ( n = 1, 2, �)�� ( 10)

于是有特解
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x
2�3�� ( 11)

利用变换( 5)式, 并取 a � 1 , 可得( 2)的一般解
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p
2
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2�3�� ( 12)

积分常数 b 应由边界条件( 3)式决定,将( 12)式代入( 3)式,可得

� � b =
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3( 1+ �)
, ( 13)

最后,得
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解答是简单的�� 可以验证,条件( 4)是满足的, 此时 �= 0 < 1( �� 1�3) 及 �= 2�3 < 1( �=

1�3) ��
现在考虑弹性特征, 回到方程( 1) ,将( 14)式代入,得

� � v = - 2
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无量纲中心挠度
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回到有量纲情形,即是
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当 �= 1�3时,
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与文献[ 2]结果一致��
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Large Deformation of Circular Membrane Under

the Concentrated Force

CHEN Shan_lin, ZHENG Zhou_lian

( Facult y of Civil En gineer ing , Chon gqing Univer sity ,

Chongqing 400045, China )

Abstract:Making use of basic equation of large deformation of circular membrane under the concetrated

force and its boundary conditions and Hencky transformation, the problems of nonlinear boundary condition

were solved. The Hencky transformation was extended and a precise solution of large deformation of circu�

lar membrane under the concentrated force has been obtained.

Key words: circular membrane; concentrated force; large deformation; precise solution
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