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关于一类五阶常微分方程解的渐近性质
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摘要:  给出了一类五阶常微分方程所有解一致有界和当 t y ] 时收敛于零的充分条件# 得到的

结果包含并改善了Abou_El_Ela和 Sadek 1999 年关于非自治微分方程渐近解的结果# 
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引   言

对于三阶和四阶微分方程解的渐近性质,有很多作者都进行过研究# 文[ 1]对这些工作进

行了总结# 然而,据我们所知,对于五阶方程解的渐近性质仅有很少的结果# 最近Abou_El_Ela

和Sadek[ 2]讨论了下面微分方程解的一致有界性和收敛性

  x
( 5)

+ a( t ) f 1( &x , x,) x (4) + b ( t )f 2( &x , x,) + c( t )f 3( &x ) +

    d( t )f 4( Ûx ) + e( t ) f 5( x ) =

    p ( t , x , Ûx , &x , x,, x (4) ) # 

本文的目的旨在研究如下非自治微分方程的解当 t y ] 的性质,

  x
( 5)

+ f 1( t , x , Ûx , &x , x,, x (4) ) x (4) + b ( t ) f 2( &x , x,) + c( t ) f 3( Ûx , &x ) +
    d( t )f 4( Ûx ) + e( t ) f 5( x ) =

    p ( t , x , Ûx , &x , x,, x (4) ) , ( 1)

或它的等价微分方程组

  

Ûx = y , Ûy = z , Ûz = w , Ûw = u,

Ûu = - f 1( t , x , y , z , w , u) u - b( t )f 2( z , w ) - c( t ) f 3( y , z ) -

  d( t ) f 4( y ) - e( t )f 5( x ) + p ( t , x , y , z , w , u) ,

(2)

这里, b, ,, e , f 1, ,, f 5和 p 是连续函数# b , ,, e是在区间 R
+
= [ 0, ] ) 上正的可微函数,导

数5f 2( z , w ) / 5z、5f 3( y , z ) / 5y、f c
4( y )、f

c
5( x ) 存在且关于变量 x、y、z 和w 是连续的# 

1  主 要结 果

我们将证明下面的定理# 

定理  如果除了前面对函数 b , ,, e , f 1, ,, f 5和 p 的基本假定之外,还假设存在任意常数
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A1, ,, A5和足够小的正常数 E, E0, E1, ,, E5 ,并且满足下面的条件:

( � ) b0, ,, e0和 B , ,, D是常数,对所有的 t I R
+
, 满足 B \ b( t ) \ b0 \ 1, C \ c( t )

\ c0 \ 1, D \ d( t ) \ d0 \ 1, E \ e( t ) \ e0 \ 1# 

( � ) 对所有的 y 和所有的 t I R
+
, 有

  A1 > 0, A1A2- A3 > 0, ( A1A2- A3) A3 - ( A1A4- A5) A1 > 0,

  D0:= ( A3A4 - A2A5) ( A1A2 - A3) - ( A1A4 - A5)
2
> 0, A5 > 0; (3)

  $1:=
( A3A4- A2A5) ( A1A2- A3)

A1A4- A5
- [ A1d( t ) f

c
4 ( y ) - A5] > 2EA2; ( 4)

  $2:=
( A3A4- A2A5)
A1A4- A5

-
( A1A4- A5) Cd( t )
A5( A1A2- A3)

-
E
A1

> 0, ( 5)

这里

  C:=

f 4( y )

y
  y X 0,

f
c
4 (0)   y = 0# 

( 6)

( � ) 对所有的 x、y、z、w、u 和所有的 t I R
+
, E0 [ f 1( t , x , y , z , w , u) - A1 [ E1# 

( � ) 对所有的 z 和w X 0, f 2( z , 0) = 0, 0 [ f 2( z , w ) / w - A2 [ E2; 而对所有的 z 和w ,

5f 2( z , w ) / 5z [ 0# 

( � ) 对所有的 y 和z X 0, f 3( y , 0) = 0, 0 [ f 3( y , z ) / z - A3 [ E3; 而对所有的 y 和z , 5f 3( y ,
z ) / 5y [ 0# 

( � ) 对所有的 y X 0, f 4(0) = 0, f 4( y ) / y \ EA4/ d0, f
c
4 ( y ) - f 4( y ) / y [ A5D0/ ( DA

2
4( A1A2

- A3) ) ;对所有的 y , | A4- f
c
4( y ) | [ E4# 

( � ) 对所有的 x X 0, f 5(0) = 0, f 5( x ) sgnx > 0; 而对所有的 x , 当 | x | y ] , F 5( x ) S

Q
x

0
f 5( N)dN y ] 和 0 [ A5- f

c
5( x ) [ E5# 

( � )Q
]

0
B0( t )dt < ] ,且当 t y ] 时, ec( t ) y 0,这里 B0( t ) := b

c
+ ( t ) + c

c
+ ( t ) + | dc( t ) |

+ | ec( t ) | , bc
+ ( t ) := max bc( t ) , 0 ,和 c

c
+ ( t ) := max c

c
+ ( t ) , 0 # 

( � ) | p ( t , x , y , z , w , u) | [ p 1( t ) + p 2( t ) F5( x ) + y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2 R/ 2
+ $( y 2+ z

2

+ w
2
+ u

2
)
1/ 2
, 这里 R、$是常数,满足 0 [ R [ 1, $ \ 0(足够小) , p 1、p 2是非负的连续函数,满

足

  Q
]

0
pi ( t )dt < ]   ( i = 1, 2)# 

则( 1)的所有解 x ( t ) 是一致有界的,且满足

  x ( t ) , Ûx ( t ) , &x ( t ) , x
,
( t ) , x

(4)
( t ) y 0   当 t y ] # 

注  应该指出,如果在( 2)式中令 f 1( t, x , y , z , w, u) = a( t) f 1( z , w ) ,那么 Abou_El_Ela和 Sadek [2] 的结论

便可在 f 1更弱的条件下得到# 

2  Liapunov函数 V0( t, x , y , z , w , u)

上述定理的证明主要依赖于连续可微Liapunov函数 V0 = V0( t , x , y , z , w, u) 的某些定性

性质,该函数由下式定义
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  2V0 = u
2
+ 2A1uw +

2A4( A1A2 - A3)
A1A4- A5

uz + 2Dyu + 2b( t )Q
w

0
f 2( z , Q)dQ+

    A21-
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

w
2
+ 2 A3+

A1A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

- D wz +

    2A1Dwy + 2d ( t ) wf 4( y ) + 2e( t ) wf 5( x ) + 2A1 c( t )Q
z

0
f 3( y , F)dF+

    
A2A4( A1A2- A3)

A1A4- A5
- A4- A1D z

2
+ 2DA2 yz + 2A1d( t ) z f 4( y ) -

    2A5yz + 2A1e( t ) z f 5( x ) +
2A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

d( t )Q
y

0
f 4( G)dG+

    ( DA3- A1A5) y
2
+
2A4( A1A2- A3)
A1A4 - A5

e( t ) y f 5( x ) + 2De( t )Q
x

0
f 5( N)dN+ k , ( 7)

这里

  D:=
A5( A1A2 - A3)
A1A4 - A5

+ E, ( 8)

k 是后面证明中待定的正常数# 

V0的第一个性质由下面引理表述# 

引理 1  定理的假设( � ) ~ ( � )成立,则存在正常数 D7和 D8 满足

  D7 F5( x ) + y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
+ k [ V0 [

    D8 F5( x ) + y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
+ k # ( 9)

证明  ( 7)式可以写成

  2V0 = u + A1w +
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

z + Dy
2

+
A4D0

( A1A4- A5)
2 z +

A5
A4
y

2

+

     $2( w + A1z )
2
+

A4( A1A4- A5)
( A1A2- A3) Cd( t )

A1A2- A3
A1A4- A5

e( t ) f 5( x ) +

     
A1A2- A3
A1A4- A5

Cd( t ) y +
A1
A4
Cd( t ) z +

1
A4
Cd( t ) w

2

+

     2E
A3A4- A2A5
A1A4- A5

yz + k + 6
4

i = 1
S i , ( 10)

这里

  S1:= 2De( t )Q
x

0
f 5( N) dN-

A4( A1A2- A3)
( A1A4- A5) Cd( t )

e
2
( t )f

2
5 ( x ) ,

  S2:=
A4( A1A2 - A3) d ( t )

( A1A4- A5)
2Q

y

0
f 4( G)dG- yf 4( y ) +

     DA3- A1A5 -
A25D0

A4( A1A4 - A5)
2 - D2 y

2
,

  S3:=
E
A1
w
2
+ 2b ( t )Q

w

0
f 2( z , Q)dQ- A2w

2
,

  S4:= 2A1 c( t )Q
z

0
f 3( y , F)dF- A1A3z

2# 

如同文[ 2] , 我们可以对函数 S1、S2和 S3 进行如下估计,

  S1 \ 2Ee0Q
x

0
f 5( N)dN,
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  S2 \
A5D0

4A4( A1A4- A5)
y
2

和

  S3 \ E
A1

w
2# 

最后,利用( � )和( � ) ,且当 z = 0和 S4 = 0 , 我们有

  S4:= 2A1 c( t )Q
z

0
f 3( y , F)dF- A1A3z

2 \ 2A1Q
z

0

f 3( y , F)
F

- A3 FdF\ 0,

因此我们得出对所有的 y 和z 有S4 \ 0# 

在( 10)中结合所有的估计,并利用( � )、( � )和( � ) , 我们得到

  2V0 \ u + A1w +
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

z + Dy
2

+
A4D0

( A1A4- A5)
2 z +

A5
A4
y

2

+

     $2( w + A1z )
2
+ 2Ee0Q

x

0
f 5( N)dN+

A5D0
4A4( A1A4- A5)

y
2
+

     E
A1

w
2
+ 2E

A3A4- A2A5
A1A4- A5

yz + k# ( 11)

从上面不等式的前 6项知一定存在足够小的正常数 Di ( i = 1, 2, 3, 4, 5) 满足

  2V0 \D1F5( x ) + 2D2y
2
+ 2D3z

2
+ D4w

2
+ D5u

2
+

     2E
A3A4- A2A5
A1A4- A5

yz + k# ( 12)

现在考虑项

  S5 = D2y
2
+ 2E

A3A4- A2A5
A1A4- A5

yz + D3z
2
, ( 13)

它包含在( 12)式之中# 考虑到不等式

  | yz | [ 1
2
( y

2
+ z

2
) ,

显然 S5满足(由( 13)定义)

  S5 \ D2y
2
+ D3z

2
- E

A3A4- A2A5
A1A4- A5

( y
2
+ z

2
) \D6( y

2
+ z

2
) ,

D6是某一个正的常数,

    D6 = (1/ 2)min D2, D3 ; ( 14)

上式中我们已假定了

  E [
A1A4- A5

2( A3A4- A2A5)
min D2, D3 # 

因此

  2V0 \D1F5( x ) + ( D2+ D6) y
2
+ (D3 + D6) z

2
+ D4w

2
+ D5u

2
+ k# 

显然存在一个正的常数 D7 使得

  V0 \D7 F5( x ) + y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
+ k ,

假定 E是足够小的数使得

  
A5D0

4A4( A1A4- A5)
\ E E+

2A5( A1A2- A3)
A1A4- A5

- A3

且( 14)式成立# 
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从定理的假设和恒等式

  2A5Q
x

0
f 5( N) dN- f

2
5 ( x ) = 2Q

x

0
[ A5- f

c
5 ( N) ] f 5( N) dN- f

2
5 (0)

知存在一个正的常数 D8满足

  V0 [ D8 f 5( x ) + y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
+ k # 

引理证毕# 

引理 2  假设定理的所有条件均满足,则存在正的常数 D i ( i = 11, 12, 13) 使得下式成立

  ÛV0 [ - D13( y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
) + 2D12( y

2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
)
1/ 2 @

    p 1( t ) + p 2( t ) + 2D12p 2( t ) F5( x ) + y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
+ D11B0V0# ( 15)

证明  假定 y , z , w X 0# 利用条件( � )、( � )和恒等式

  d
dtV0 S

5V 0
5 u Ûu +

5 V0
5w u +

5 V0
5z w +

5 V0
5 y z +

5 V0
5x y +

5 V 0
5 t

直接计算得

d
dt
V 0 = - u

2
[ f 1( t , x , y , z , w , u ) - A1] - w

2
A1

b ( t )f 2( z , w )

w
-

  A3+
A1A4( A1A2- A3)

A1A4- A5
- D - z

2 A4( A1A2 - A3)
A1A4- A5

f 3( y , z )

z
-

  DA2+ A1d ( t )f
c
4( y ) - A5 - y

2 Dd( t )
f 4( y )

y
-
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

e( t )f
c
5( x ) +

  wb( t )Q
w

0

5
5z f 2( z , Q)dQ+ A1 c( t ) zQ

z

0

5
5y f 3( y , F)dF- A1wuf 1( t , x , y , z , w , u ) -

  uzc( t )
f 3( y , z )

z
- A3 -

A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

uzf 1( t , x , y , z , w , u) -

  
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

wz b( t )
f 2( z , w )

w
- A2 - Dyuf 1( t , x , y , z , w , u) -

  ywe( t ) [ A5- f
c
5 ( x ) ] - Dywb( t )

f 2( z , w )

w
- A2 -

  A1yz e( t ) [ A5 - f
c
5 ( x ) ] - Dyzc( t )

f 3( y , z )

z
- A3 - wzd( t ) [ A4- f

c
4 ( x ) ] +

  
A2A4( A1A2- A3)

A1A4- A5
zw + DA2yw [ 1- b( t ) ] + [ A3zu + DA3yz ] [ 1- c( t ) ] -

  A4wz [ 1 - d( t ) ] - [ A5yw + A1A5 yz ] [ 1 - e( t ) ] +

  u + A1w +
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

z + Dy p ( t , x , y , z , w , u ) +
5V 0
5t # ( 16)

由( � )得

  f 1( t , x , y , z , w , u) - A1 \ E0# 

利用( � )、( � )、( � )和( 8)式,我们得到(当 w X 0 )

  A1
b ( t )f 2( z , w )

w
- A3 +

A1A4( A1A2- A3)
A1A4 - A5

- D \

    A1
f 2( z , w )

w
- A2 + A1A2 - A3+ D-

A1A4( A1A2 - A3)
A1A4- A5

\ E# 

通过同样的估计,同时应用( � )、( � )、( 8)和( 4) ,我们有(当 z X 0 )
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A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

c( t )
f 3( y , z )

z
- [ DA2+ A1d( t )f

c
4 ( y ) - A5] \

    
( A3A4- A2A5) ( A1A2- A3)

A1A4- A5
- [ A1d( t ) f

c
4 ( y ) - A5] - EA2 \ EA2# 

由( � )、( � )和( � ) ,我们得到(令 y X 0 )

  Dd ( t )
f 4( y )

y
-
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

e( t ) f
c
5 ( x ) \

    EA4E +
A4E( A1A2- A3)

A1A4- A5
[ A5- f

c
5 ( x ) ] \ EA4E# 

这样, ( 16)中含有 u
2、w 2、z 2和 y

2 的前 4项主要由下式估计

  - ( E0u
2
+ Ew2 + EA2z

2
+ EA4Ey

2
)# 

现在令 R( t , x , y , z , w , u) 表示(16) 中余下项的和# 从定理的假设( � )、( � ) ~ ( � ) ,我

们可以看出R ( t , x , y , z , w , u) 中的 uw, uz , uy , wz , wy或yz的系数的绝对值不可能超过D9Ei ( i

= 1, 2, 3, 4, 5) ,这里 D9 是一个正的常数# 

这样,再一次利用不等式

  | uw | [ 1
2
( u

2
+ w

2
) , | uz | [ 1

2
( u

2
+ z

2
) , | uy | [ 1

2
( u

2
+ y

2
) ,

  | wz | [ 1
2
( w

2
+ z

2
) , | wy | [ 1

2
( w

2
+ y

2
) , | yz | [ 1

2
( y

2
+ z

2
) ;

对于 D9 > 0 , 我们有

  | R ( t , x , y , z , w , u ) | [ D9( E1+ E2+ E3+ E4+ E5) ( y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
) +

    u + A1w +
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

z + Dy p ( t , x , y , z , w, u ) +
5 V0
5 t ,

然后我们把上式代到( 16)式中,并假设

  D9( E1+ E2+ E3+ E4+ E5) [ 1
2
min E0, E, EA2, EA4E , ( 17)

我们得到

  ÛV [ - ( E0u
2
+ Ew 2+ EA2z

2
+ EA4Ey

2
) +

    D9( E1+ E2+ E3+ E4+ E5) ( y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
) +

    u + A1w +
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

z + Dy p ( t , x , y , z , w, u ) +
5 V0
5 t [

    -
1
2
min E0, E, EA2, EA4E ( y

2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
) +

    u + A1w +
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5

z + Dy p ( t , x , y , z , w, u ) +
5 V0
5 t # ( 18)

现假定 D9和 E1, E2, ,, E5足够小以致(17) 式成立# 对于情形 y , z , w = 0一般处理即

可# 对(7) 式进行简单的计算得到

  
5 V0
5 t = bc( t )Q

w

0
f 2( z , Q)dQ+ A1 cc( t )Q

z

0
f 3( y , F)dF+

    dc( t ) wf 4( y ) + A1zf 4( y ) +
A4( A1A2- A3)
A1A4- A5 Q

y

0
f 4( G)dG +

    ec( t ) wf 5( x ) + A1z f 5( x ) +
A4( A1A2 - A3)
A1A4- A5

yf 5( x ) + DQ
x

0
f 5( N)dN # ( 19)
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根据定理的假设和利用( 9)式,我们很容易得到

  
5 V0
5 t [ D10 b

c
+ ( t ) + c

c
+ ( t ) +

    | dc( t ) | + | ec( t ) | F5( x ) + y
2
+ z

2
+ w

2 [ D11B0V0, ( 20)

这里 D10是正的常数,而且 D11 = D10/ D7# 正象文[ 2]中所示的一样,我们从( 18)、( 20)并利用

( � )得到

  ÛV0 [ - D13( y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
) + 2D12( y

2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
)
1/ 2 @

    p 1( t ) + p 2( t ) + 2D12p 2( t ) F5( x ) + y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
+ D11B0V0# 

引理 2证毕# 

3  定理的证明

考虑如下定义的函数 V( t , x , y , z , w , u) :

  V( t , x , y , z , w , u) = e
-Qt

0
C( s) ds

V0( t , x , y , z , w , u ) , ( 21)

这里

  C( t ) := D11B0+
4D12
D7

p 1( t ) + p 2( t ) # 

容易看出存在两个函数 <1 和 <2,对所有的�x I R
5和 t I R

+
, 满足

  <1( +�x +) [ V( t , x , y , z , w , u) [ <2( +�x +) , ( 22)

这里 <1是一个确定的正的连续单增函数,且当 r y ] 时, <1( r ) y ] ; <2是连续的单增函数# 

对于( 2)的任意解 ( x , y , z , w , u) 我们有

  ÛV = e-Q
t

0
C( S) dS ÛV 0+ C( t ) V 0 [

    e-Q
t

0
C( S) dS - D13( y

2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
) +

    2D12( y 2+ z
2
+ w

2
+ u

2
)
1/ 2

p 1( t ) + p 2( t ) -

    2D12 p 1( t ) + p 2( t ) F5( x ) + y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
+ 2k [

    e-Q
t

0
C( S) dS

- D13( y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
) - 2D12 p 1( t ) + p 2( t ) @

    y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
-
1
2

2

-
1
4
+ 2k # 

设 k \ 1/ 8,我们能找到一个正常数 D14使得

  ÛV [ - D14( y
2
+ z

2
+ w

2
+ u

2
)# ( 23)

从不等式( 22)和(23) ,我们能得到方程( 2)所有解 ( x , y , z , w , u) 的一致有界性[3,定理 10. 2]# 

剩下的讨论类同于文[ 2] ,这里略去# 定理证毕# 
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On the Asymptotic Behaviour of Solutions of Certain

Fifth_Order Ordinary Differential Equations

Cemil TunÔ
( Depar tment of Mathemat ics , Faculty of Education ,

Y�z�n c�Y¥l Univer sity 65080, Van , Turkey )

Abstract: The sufficient conditions are given for all solutions of certain non_autonomous differential

equation to be uniformly bounded and convergence to zero as t y ] . The result given includes and

improves that result obtained by Abou_El_Ela & Sadek.
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