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瞬时混沌神经网络的混沌动力学
X
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摘要:  首先利用/ 不可分意味着混沌0从理论上证明了一维瞬时混沌神经网络在一定的条件下按

Li_Yorke意义是混沌的;特别地, 进一步推出了混沌神经网络按 Li_Yorke意义是混沌的充分条件, 而

这将从理论上证明Aihara等人通过数值计算所得结论; 最后, 为说明前面的结论给出了一个例子

及其数值计算的结果# 

关  键  词:  混沌神经网络;  混沌;  不可分性

中图分类号:  O29; TP18    文献标识码:  A

引   言

自从瞬时混沌神经网格( transiently chaotic neural networks(TCNN) )在文献[ 1]中引进以来,

已经被广泛应用于信息处理和组合优化问题# 目前存在许多研究瞬时混沌神经网络的混沌的

文献, 文[ 2]中Aihara用数值方法得出在混沌神经网络( chaotic neural networks( CNN) )中当输出

函数的陡度参数充分小时存在数值混沌(具有正 Liapunov 指数) ;尽管在文献[ 3]和[ 4]中陈洛

南和Aihara等用Marotto定理[ 5]证明了当自连接权值充分大时,在 TCNN中存在混沌结构# 但

是Chen G.在[ 6]中发现了Marotto 在证明互斥子暗示混沌的定理[ 5]时出现了一个致命的错误,

而且在[ 6]的更正证明中加强了互斥子的条件,因而,Marotto的互斥子暗示混沌至今还没有真

正证明# 从而TCNN具有混沌结构的结论至今还没有从理论上证明# 

另一方面, 关于混沌本身也存在各种各样的数学定义# 例如包含马蹄的几何混沌;

Solenoid和 Plykin系统;以移位映射作为子系统的具有正拓扑熵的正规混沌; 通过数值观察出

正Liapunov指数的数值混沌等等# 在离散动力系统中广泛应用的混沌的定义是 Li和 Yorke引

进的相当于拓扑混沌的定义# 即在 1975 年, Li和 Yorke 得出一个相当简单的混沌存在的条

件,即:周期3意味着混沌
[ 7]# 而在 1982年, Li和Misiurewicz推广了 Li和 Yorke 的条件,即:不

可分意味着混沌[ 8]# 

这篇文章的目的,是应用 Li和Misiurewicz的定理,从理论上证明一维的 TCNN具有混沌结

构# 并且给出了一维离散神经网络具有混沌结构的充分条件# 
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在本文的第 1节我们给出了一些定义和 Li_Misiurewicz定理; 第 2节我们首先给出 TCNN

的模型,然后证明了在一维TCNN中存在混沌的充分条件的主要定理,同时也显示了该结论对

混沌神经网络( CNN) [ 2]也成立的结论# 最后在第 3节我们给出了一些讨论和进一步研究的展

望# 

1  一些定义和 Li_Misiurewicz定理

在整个文章中, 我们使用 Li_Misiurewicz[ 8]中的定义和定理# 设有如下的离散动力系统

  x ( t + 1) = f ( x ( t ) ) , ( 1)

这里, x ( t ) I R( t = 1, 2, ,, ) 且 f I C
1
: R y R# 

用 f
t
表示f 同其自身的t 次复合, 如果 f

p
( x ) = x , 但对一切 1 [ t < p , f

t
( x ) X x ,则称

点 x 是p_周期点;特别地如果 p = 1,即: f ( x ) = x ,则称 x 是一个不动点; 如果对一切 i = 0,

1, ,, n - 1, 有 xi+ 1 = f ( xi ) ,则称( x 0, x 1, ,, x n) 是 f 的一个轨道# 

定义 1
[ 8]  对于 ( x 0, x 1, ,, x n) < R,如果不存在 a I R使得或者对一切偶数 j ,有 xj < a

而对一切奇数 j , 都有 xj > a,或者对一切偶数 j ,有 xj > a 而对一切奇数j , 都有 xj < a 则称

( x 0, x 1, ,, x n) 具有不可分性# 

引理 1
[ 8]  设 xn [ x 0 < x 1,或者 xn \ x 0 > x 1,且( x 0, x 1, ,, xn ) 具有不可分性, 1) 如果

n 是奇数,则 f 具有n 周期的周期点; 2) 如果 n 是偶数,则 f 具有n - 1周期的周期点# 

注 1[ 8]  如果 n 是奇数 xn [ x 0 < x 1或者 xn \ x 0 > x 1,则( x 0, x 1, ,, x n) 具有不可分性# 

引理 2
[ 7]  设 J 是一个区间且F: J y J# 如果存在一点 a I J , 使得 b = F ( a) , c =

F
2
( a) , d = F

3
( a) 满足

  d [ a < b < c 或 d \ a > b > c,

则方程( 1)在 Li_Yorke意义下是混沌的# 即:

T1: 对每一个 k = 1, 2, ,,在 J 中f 存在 k 周期的周期点# 

而且

T2: 存在一个由非周期点组成的不可数集合 T < J , 满足下列条件:

(A) 对每一个 p , q I S 且p X q ,

  lim sup
n y ]

| F
n
( p ) - F

n
( q) | > 0,

和

  lim inf
n y ]

| F
n
( p ) - F

n
( q ) | = 0;

( B) 对每一个 p I S 和周期点 q I J ,

  lim sup
n y ]

| F
n
( p ) - F

n
( q) | > 0# 

注 2[ 7]  如果 f 存在周期为 3 的周期点,则引理 2 的条件自动满足# 

2  一维TCNN的混沌

在这一节,我们首先介绍瞬时混沌神经网络( TCNN)模型,然后推出几个一维 TCNN出现

混沌的充分条件# 

2. 1  瞬时混沌神经网络( TCNN)模型

根据文献[ 1] ,我们可以将瞬时混沌神经网络用下面的纯量差分方程来描述:
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  x i ( t ) = f ( y i ( t ) ) =
1

1 + e- y
i
( t) / : , ( 2)

  y i ( t + 1) = kyi ( t ) + 6
n

j = 1

Xij xj ( t ) + a i - Xii ( t ) a0i , ( 3)

  | Xii ( t + 1) | = (1 - B) | Xii ( t ) | , ( 4)

    ( i = 1, 2, ,, n; t = 1, 2, ,) ,

这里, Xii = Xii ( t ) 是依赖于方程( 4)的变量且所有变量和参数都是实数, x i ) 第 i上神经元的

输出; yi ) 第 i个神经元的内部状态; Xij ) 从第 j 个神经元到第i个神经元的连接权值; ai )

第 i个神经元的输入偏差; k ) 神经膜衰减因子; : ) 输出函数的陡度参数( : > 0) ; Xii ) 自连

接权值,且 Xii = Xii ( t ) ; B) 衰减因子(0 [ B [ 1) ; a0i ) 第 i 个神经元的自偏差# 

但是在这篇文章中, 我们只考虑一维 ( B= 0) 的TCNN,即:

  y ( t + 1) = F ( y ( t ) ) = ky ( t ) + Xf ( y ( t ) ) + a - Xa0 # ( 5)

显然,在方程(5)中的 F 是一个 C
1类函数# 如果 a0 = 0, 方程( 5)就是混沌神经网络( CNN) [ 2]# 

2. 2  一维 TCNN中的混沌

在这一节, 我们利用 Li_Misiurewicz定理给出了在方程( 5)中存在混沌的充分条件, 并且给

出了理论的证明# 

首先,我们证明当 k > 0, X< 0以及 : 充分小时, 方程( 5)具有混沌结构,即:

定理 1  设 k > 0, X < 0以及下列二条件之一满足

1) -
1

k + 1 X< a - Xa0 < -
k
2
+ k + 1

k
3
+ k

2
+ k + 1

X且 a - Xa0 X-
k + 1

k
2
+ k + 1

;

或者

2) -
k
3

k
3
+ k

2
+ k + 1

X< a - Xa0 < -
k

k + 1
X且 a - Xa0 X-

k
2

k
2
+ k + 1

X# 

则存在一个正常数 D使得对任意 0 < : < D, 方程( 5)在 Li_Yorke意义下是混沌的# 

证明  由方程( 5)

  Fc( y ) = k +
X
:

f ( y ) (1- f ( y ) ) # 

由于 k > 0, X < 0,存在正常数 D1 使得当 0 < : < D1, 1+ 4k: / X> 0# 由 Fc( y ) = 0, 有

  y 10 = : ln
1- 1+ 4

k:
X

1+ 1+ 4
k:
X

< 0, 和 y 20 = : ln
1+ 1 + 4

k:
X

1- 1 + 4
k:
X

> 0# 

  f ( y10) =
1 - 1+ 4 k:

X
2

, 和 f ( y 20) =
1+ 1+ 4 k:

X
2

# 

显然, lim
: y 0

y 10 = l im
: y0

y 20 = 0# 

对于条件 1)# 因为 a - Xa0 > - X/ ( k + 1) , 从而

  lim
: y 0

y11 = lim
: y 0

F( y 10) = lim
: y 0

( ky 10 + Xf ( y 10) + a - Xa0) =

      a - Xa0 > -
X

k + 1
> 0,

  lim
: y 0

y12 = lim
: y 0

F( y 11) = lim
: y 0

( ky 11 + Xf ( y 11) + a - Xa0) =

      ( k + 1) ( a - Xa0) + X > 0,
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  lim
: y 0

y13 = lim
: y 0

F( y 12) = lim
: y 0

( ky 12 + Xf ( y 12) + a - Xa0) =

      ( k
2
+ k + 1) ( a - Xa0) + ( k + 1) X# 

如果 y 13 < 0,即 a - Xa0 < - X( k + 1) / ( k
2

+ k + 1) ,则存在一个正常数 D I (0, D1) 使

得当 0 < : < D时, y13 < y 10 < y 11# 因此, ( y10, y 11, y 12, y 13) 具有不可分性, 按照引理 1, F 有

周期 3点# 又由引理 2和注 2,方程( 5)在Li_Yorke意义下是混沌的# 

否则, y13 > 0,即 a - Xa0 > - X( k + 1) / ( k
2
+ k + 1) , 则由条件1)的第二个不等式有,

  lim
: y 0

y14 = lim
: y 0

F( y 13) = lim
: y 0

( ky 13 + Xf ( y 13) + a - Xa0) =

      ( k
3
+ k

2
+ k + 1) ( a - Xa0) + ( k

2
+ k + 1) X < 0,

  lim
: y 0

( y 14 - y 13) = lim
: y 0

k( y 13 - y 12) < 0# 

因此, y 13 < y 12,存在正常数 D I (0, D1) 使得当 0 < : < D时, y 14 < y10 < y 13 < y 12, y 14

< y 10 < y 11# 进而( y 10, y11, y 12, y 13, y 14) 存在不可分性,按照引理1, F 有周期3点# 又由引理

2和注2, 方程( 5)在 Li_Yokre意义下是混沌的# 

对于条件 2)# 因为 a - Xa0 < - Xk / ( k + 1) ,

  lim
: y 0

y21 = lim
: y 0

F( y 20) = lim
: y 0

( ky 20 + Xf ( y 20) + a - Xa0) =

      a - Xa0 + X <
1

k + 1
X< 0,

  lim
: y 0

y22 = lim
: y 0

F( y 21) = lim
: y 0

( ky 21 + Xf ( y 21) + a - Xa0) =

      ( k + 1) ( a - Xa0) + kX< 0,

  lim
: y 0

y23 = lim
: y 0

F( y 22) = lim
: y 0

( ky 22 + Xf ( y 22) + a - Xa0) =

      ( k
2
+ k + 1) ( a - Xa0) + k

2
X# 

如果 y23 > 0,即 a - Xa0 > - Xk
2
/ ( k

2
+ k + 1) ,则存在一个正常数 D I (0, D1) 使得当 0

< : < D时, y 23 > y 20 > y21# 进而( y20, y 21, y 22, y 23) 具有不可分性, 按照引理 1, F 有周期 3

点# 又由引理 2和注 2,方程( 5)在Li_Yokre意义下是混沌的# 

否则 y 23 < 0,即 a - Xa0 < - Xk2
/ ( k

2
+ k + 1) ,则由条件 2)的第一个不等式

  lim
: y 0

y24 = lim
: y 0

F( y 23) = lim
: y 0

( ky 23 + Xf ( y 23) + a - Xa0) =

      ( k
3
+ k

2
+ k + 1) ( a - Xa0) + k

3X > 0,

  lim
: y 0

( y 24 - y 23) = lim
: y 0

k( y 23 - y 22) > 0# 

因此, y 23 > y 22,从而存在一个正常数 D I (0, D1) 使得当 0< : < D时, y 24 > y20 > y 23 >

y 22及 y 21 < y 20 < y 24# 进而( y 20, y 21, y 22, y 23, y 24) 具有不可分性,按照引理1, F 有周期3点# 

又由引理 2和注 2,方程( 5)在Li_Yokre意义下是混沌的# t

其次,我们将证明当 k < 0, X > 0和 : 充分小时, 方程( 5)具有混沌结构,即

定理 2  设 k < - 1, X > 0且满足下列条件之一

1) - X< a - Xa0 < -
k
2
+ k

k
2
+ k + 1

X;

或者

2) -
1

k
2
+ k + 1

X< a - Xa0 < 0# 

则存在一个正常数 D使得对任意 0 < : < D方程( 5)在 Li_Yokre意义下是混沌的# 

证明  按照方程( 5)
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  Fc( y ) = k +
X
:

f ( y ) (1 - f ( y ) ) # 

由于 k < - 1, X> 0, 存在一个正常数 D1使得当0 < : < D1, 1+ 4k: / X> 0# 由 Fc( y ) =

0, 有

  y 10 = : ln
1- 1+ 4

k:
X

1+ 1+ 4
k:
X

< 0, 及 y 20 = : ln
1+ 1 + 4

k:
X

1- 1 + 4
k:
X

> 0;

  f ( y10) =
1 - 1+ 4

k:
X

2
, 及 f ( y 20) =

1+ 1+ 4
k:
X

2
# 

显然, lim
: y 0

y 10 = l im
: y0

y 20 = 0# 

对于条件 1)# 由条件 1)的第一个不等式,

  lim
: y 0

y21 = lim
: y 0

F( y 20) = lim
: y 0

( ky 20 + Xf ( y 20) + a - Xa0) =

      a - Xa0 + X > 0# 

因为 k < - 1,

  lim
: y 0

y22 = lim
: y 0

F( y 21) = lim
: y 0

( ky 21 + Xf ( y 21) + a - Xa0) =

      ( k + 1) [ ( a - Xa0) + X] < 0# 

由条件1)的第二个不等式,

  lim
: y 0

y23 = lim
: y 0

F( y 22) = lim
: y 0

( ky 22 + Xf ( y 22) + a - Xa0) =

      ( k
2
+ k + 1) ( a - Xa0) + ( k

2
+ k ) X < 0# 

因此, 存在一个正常数 D I (0, D1) 使得当 0 < : < D时, y23 < y 20 < y 21# 进而( y 20, y21, y 22,

y 23) 具有不可分性, 按照引理 1, F 有周期 3点# 又由引理2和注2,方程( 5)在Li_Yokre意义下

是混沌的# 

对于条件 2)# 由条件 2)的第一个不等式,

  lim
: y 0

y11 = lim
: y 0

F( y 10) = lim
: y 0

( ky 10 + Xf ( y 10) + a - Xa0) =

      a - Xa0 < 0# 

因为 k < - 1,

  lim
: y 0

y12 = lim
: y 0

F( y 11) = lim
: y 0

( ky 11 + Xf ( y 11) + a - Xa0) =

      ( k + 1) ( a - Xa0) > 0# 

由条件2)的第二个不等式,

  lim
: y 0

y13 = lim
: y 0

F( y 12) = lim
: y 0

( ky 12 + Xf ( y 12) + a - Xa0) =

      ( k
2
+ k + 1) ( a - Xa0) + X > 0# 

因此, 存在一个正常数 D I (0, D1) 使得当 0 < : < D时, y13 < y 10 < y 11# 进而( y 10, y11, y 12,

y 13) 存在不可分性, 按照引理 1, F 有周期 3点# 又由引理2和注2,方程( 5)在Li_Yokre意义下

是混沌的# t

最后,我们给出一个关于 CNN的推论, 按照[ 2] , CNN模型如下:

  y ( t + 1) = F ( y ( t ) ) = ky ( t ) - Xf ( y ( t ) ) + a # ( 6)

推论 1  设 0 < k < 0, X> 0而且下列条件之一满足
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1) 1
k + 1

X < a <
k
2
+ k + 1

k
3
+ k

2
+ k + 1

X及 a X k + 1
k
2

+ k + 1
;

或者

2)
k
3

k
3
+ k

2
+ k + 1

X < a <
k

k + 1
X及 a X k

2

k
2
+ k + 1

X# 

则存在一个正常数 D使得对任意 0 < : < D, CNN在Li_Yorke 意义下是混沌的# 

证明  在定理 1中令方程( 5)的 a0 = 0即可得此推论# t

我们用一个例子来说明我们的定理的作用# 

例 1  在CNN中让 k = 0. 5, X= - 1. 0, : = 0. 04,由推论,我们可以得到1/ 15 < a < 1/ 3,

a X 1/ 7,或者2/ 3 < a < 14/ 15, a X 6/ 7,以及 : 充分小时, CNN具有Li_Yorke意义下的混沌结

构# 图 1显示了李雅普诺夫指数 K和参数a 的关系# 

图 1  Liapunov指数 K和参数a 的关系( k = 0. 5, X = - 0. 1, y (0) = 0. 5 )

3  结   论

在这篇文章中, 我们给出了几个一维TCNN中存在混沌的充分条件# Aihara在[ 2]中通过

数值计算所观察的结论是本文的特例# 同时,这些结论对于在组合优化和联想记忆等实际问

题中设计TCNN具有一定的指导作用# 但是由于在这篇文章中,我们仅仅考虑了一维的TCNN,

在高维空间中如何寻找混沌存在的充分条件等问题是很重要的, 而这正是我们进一步研究的

主题# 
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Chaos in Transiently Chaotic Neural Networks

RUAN Jiong,  ZHAOWei_rui,  LIU Rong_song

( Depar tm ent of Mathem atics , Resear ch Center for Nonlinear Science and Labora tor y

of Mathemat ics for Nonlinear Science , Fudan Univer sity ,

Shangha i 200433, P . R . China )

Abstract: It was theoretically proved that one_dimensional transiently chaotic neural networks have

chaotic structure in sense of Li_Yorke theorem with some given assumptions using that no division im-

plies chaos. In particular, it is further derived sufficient conditions for the existence of chaos in sense

of Li_Yorke theorem in chaotic neural network, which leads to the fact that Aihara has demonstrated

by numerical method. Finally, an example and numerical simulation are shown to illustrate and rein-

force the previous theory.

Key words: chaotic neural networks; chaos; no division
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