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摘要 :  用不变集方法分析了有范数摄动的单输入单输出( SISO) Lur. e系统持续有界扰动的抑制问

题# 通过Liapunov函数得到了用一组线性矩阵不等式( LMI)条件给出的扰动抑制和绝对稳定性结

果# 分析了这一条件的可行性,并用算例予以验证# 还给出了鲁棒椭圆体吸引子的估计# 

关  键  词:  Lur. e系统;  扰动抑制;  L1 _性能;  鲁棒吸引子

中图分类号:  TP273; O175    文献标识码:  A

引   言

线性系统外来信号(有限能量或有界幅值)的扰动抑制问题和对象不确定性的鲁棒性问题

已被广泛研究且有很多成果(见[ 1] ~ [ 6] )# 特别地, 对有限能量扰动使用 Riccat i方程和 LMI

方法给出了一系列扰动抑制结果[ 2]# Abedor等人在[ 4]中还研究了线性系统对持续有界扰动

的抑制问题# 关于非线性情况, 饱和受限系统和 Lur. e 系统的扰动抑制问题也有相应的研

究[ 2, 5] ,且主要考虑了能量有限的外来扰动信号的情况# Lur. e系统是一类重要的系统,其绝

对稳定性的研究较多,已经有相当深刻的结果[ 7, 8]# 同样地,考虑外来持续有界扰动(幅值有

界信号)对 Lur. e系统的结果是有实际意义的# 

本文首先考虑持续有界扰动对 Lur. e系统的影响, 研究了 SISO的不确定性 Lur. e 系统对

持续有界扰动的抑制# 通过用二次型或二次型加积分的 Liapunov 函数,同时处理了绝对稳定

性和扰动抑制问题分析# 得到了对外来持续有界扰动输入幅值的增益小于指定性能水平的基

于线性矩阵不等式的抑制条件# 最后给出了对对象不确定性的鲁棒吸引子的估计# 这些结果

可以直接推广到多输入多输出(MIMO) Lur. e系统# 

文中用以下符号: AT
, �R( A) , Ai分别表示矩阵A的转置、最大奇异值和第 i行向量# I表

示有合适维数的单位矩阵# 

1  预 备知 识

考虑具有加性外来扰动的单输入单输出 Lur. e系统:
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Ûx = Ax + bu + Bw,

y = c
T
x,

z = Cx + Dw,

( 1)

其中控制 u属于扇区非线性类(记为 u I F [ 0, L] , L> 0) ,即 u = <(#) 满足 0 [ <( y ) / y [

L, y I R# 对 <( y) I F [ 0, L] , 有 <2
( y ) [ L2

y
2# 在系统(1) 中 x I R

n
, w I W < R

p 分别

是状态、外来扰动向量# A, B, C, D 分别是具有相容维数的常数矩阵# b, c是常数向量# W

= { w I R
p
: +w+ ] [ 1} 是允许外来扰动集# 

称集合 S为系统的正不变集, 是指若初始状态属于该集,则以后任意时间的状态轨迹都在

该集中# 一个系统的原点可达集(记为 R ] (0) ) 是指由系统的原点出发的对所有允许的控制

和扰动的状态轨迹所形成的集合# 它是包含原点的关于相应系统的最小正不变闭集# 对有

零初始条件的不受控系统(1) (即 b = 0, x(0) = 0) ,若对所有 w I W, 有 +z + ] [ Q成立,则

称不受控系统( 1) 具有 Q_性能# 引入 L 1范数的 Q_性能集如下:

  8( Q) = { x: | Cix | [ Q- Di }   ( i = 1, ,, m ) ,

其中 Di = +Di +1(见[ 1, 3] )# 对系统(1) ,由于 +Cx + Dw + ] [ max
i
{ | Cix | + +Diw + ] }

[ max
i
{ | Cix | + Di } [ Q,所以只要原点可达集包含在 8 ( Q) 中,就能说明系统具有 Q_性能# 

对系统( 1) ,若对任意的 u I F [ 0, L]使得原点可达集包含在 8 ( Q) 中,则称系统(1) 具有

鲁棒 Q_性能# 等价地: 系统(1)有鲁棒 Q_性能当且仅当R ] (0) < 8 ( Q)# 若固定 u I F [ 0,

L] 且闭环系统原点可达集包含在 8 ( Q) 中,则称(1) 与 u构成的闭环系统具有 Q_性能# 

称集合 S 为系统(1) 的鲁棒吸引子是指对任意的允许扰动 w和u I F [ 0, L] 从该集外部

的任意状态出发的状态轨迹最终进入 S 中# 对不确定系统,可以类似地定义鲁棒吸引子# 显

然,鲁棒吸引子是鲁棒正不变集# 

本文的主要目的是分析系统的绝对稳定性和对外扰及 u I F [ 0, L] 具有鲁棒 Q_性能,并

且给出系统关于外扰和 u I F [ 0, L] 鲁棒的椭圆体吸引子# 

下面给出本文中常用的两个不等式,其证明显然# 

引理 1  对任意正实数 A, B ,下列不等式成立:

  2xT
PBw [ 1

A
x

T
PBB

T
Px + AwT

w,

  2xT
Pbu [ 1

B
x

T
Pbb

T
Px + BL2

x
T
cc

T
x# 

2  扰动抑制分析

对椭圆体 S = { x: x
T
Px [ 1, P = P

T
> 0} ,要判断 S 为鲁棒吸引子时,只要证明对 S 外

的任意状态 x 有 ÛV( x) < 0即可,其中 V( x) = x
T
Px# 

定理 1  若存在正定矩阵 P,和实数 A> 0, B> 0满足下列条件:

  

PA + A
T
P+ AP + BL2

cc
T

PB Pb

B
T
P - AI 0

b
T
P 0 - B

< 0# ( 2)

则椭圆体 S = { x: x
T
Px [ 1} 是系统(1) 的鲁棒吸引子# 若 P 还满足
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P

1
Q- Di

C
T
i

1
Q- Di

Ci 1

\ 0, ( 3)

则 S < 8( Q)# 从而系统(1) 具有鲁棒 Q_性能# 此外,由条件( 2)可得无外扰系统( 1)是绝对稳

定的# 

证明  考虑 V( x ) 沿系统( 1)解的导数# 利用扇区非线性函数的特性及引理1得

  ÛV | ( 1) ( x) = x
T
P( Ax + bu+ Bw) + ( Ax + bu + Bw)

T
Px [

      xT
( PA + A

T
P) x +

1
B
x

T
Pbb

T
Px + BL2

x
T
cc

T
x +

1
A
x

T
PBB

T
Px + AwT

w [

      xT
PA + A

T
P+

1
B
Pbb

T
P+ BL2

cc
T
+

1
A
PBB

T
P+ AP x - AxT

Px + A# 

因为对 x /I S,有 x
T
Px > 1,故要有 ÛV | (1) ( x ) < 0 ,只要

  PA + A
T
P +

1
BPbb

T
P + BL

2
cc

T
+

1
APBB

T
P + AP < 0# 

由Schur 补,这等价于条件( 2)成立# 这表明 S 是系统(1) 的鲁棒吸引子# 此外,由条件(2) 及

1
A
PBB

T
P+ AP \ 0 ,我们有

  PA + A
T
P +

1
B
Pbb

T
P + BL2

cc
T
< 0# 

这表明系统( 1) (当 w = 0时)是绝对稳定的# 

另一方面, 用 Schur 补可将LMI( 3)转化为

  P -
1

( Q- Di )
2C

T
iCi \ 0# 

于是当 x I S ,有 | Cix |
2 [ ( Q- Di )

2
,这表明 S < 8 ( Q)# 由于 S 是包含原点闭的鲁棒吸引

子,故为鲁棒正不变集,因而有 R ] (0) < S < 8 ( Q)# 这表明系统(1) 具有鲁棒 Q_性能# 

t
注 1  对固定的 A> 0,定理 1中的条件( 2) 是关于 P 的LMI# A是稳定的,记 Km = - max( ReK( A) ) (其中

ReK( A) 表示矩阵的特征值的实部) , 则存在 A I ( 0, Km) 使得 A+ ( A/ 2) I = : Â是稳定的# 对半正定矩阵

B / A( B / A) T + b/ B( b/ B) T , 一定存在矩阵 B̂ 使得 B̂B̂T = B / A( B/ A) T + b/ B( b/ B) T# 令 Ĉ =

L Bc# 由有界实引理(见[ 2, 8] 及其中文献) , 系统 2 1 :

  
Ûx = Âx + B̂u,

y = Ĉx

的传递函数 H( s ) = Ĉ ( sI - Â) - 1 B̂ 的H ] 范数小于 1(即系统是有界实的,即对任意 Re s \ 0有 H * ( s )H ( s)

[ I ) 等价于

  PA+ AT P +
1
B
PbbTP + BL2 ccT +

1
A
PBBT P + AP =

    PÂ + ÂT P + PB̂B̂T P + ĈTĈ < 0# 

由Schur 补,这又等价于( 2)# 于是给出条件( 2)的频域解释, 从而使得条件易于检验# 另外,定理 1 同时给出

了动态性能(绝对稳定性)和扰动抑制的条件# 

注 2 由定理 1 的证明知,若系统( 1)中取 u = LcTx 和u = 0时的闭环系统同时具有 Q_性能, 则对任意的

u I F [ 0, L] , 系统具有鲁棒 Q _性能# 因此,定理 1 给出了一个顶点检验结果# 

进一步,考虑如图1所示系统,对象既有外部扰动又有系统不确定性(对象有范数摄动) ,
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且不确定信号不受外来扰动和输入的影响时,系统由下列方程给出:

图 1 不确定性 Lur. e系统

  G =

A �B B b

�C D̂ 0 0

C 0 D 0

c
T

0 0 0

  

Ûx = Ax + bu + �Bp + Bw ,

y = c
T
x,  z = Cx + Dw,

q = �Cx+ D̂p ,

P = $q, + $+ [ 1, �R( D̂ ) < 1# 

( 4)

其中 p, q 分别为对象的不确定性输入、输出# 有如下结果:

定理 2  对于系统( 4) ,若存在正定矩阵 P, V和实数A> 0, B> 0满足下列条件:

  

PA + A
T
P+ AP + V+ BL

2
cc

T
PB Pb

B
T
P - AI 0

b
T
P 0 - B

< 0# ( 5)

  

- V P�B �CT

�BT
P - I D̂

T

�C D̂ - I

< 0# ( 6)

则椭圆体 S是系统( 4) 的鲁棒吸引子# 若 P同时满足条件(3) ,则 S < 8 ( Q)# 进而得到系统

(4) 具有对对象不确定性摄动 $和扇区非线性鲁棒的 Q_性能# 

证明  由定理 1的证明知, 条件( 3)推得 S < 8( Q)# 所以,只要证明 S 是系统(4) 的鲁棒

吸引子, 类似于定理1的证明知系统(4)具有对对象不确定摄动 $和扇区非线性鲁棒的Q_性能

# 

要证明 S 是系统(4) 的鲁棒吸引子, 只要证明 ÛV | (4) ( x) < 0# 为此我们引入辅助函数

  V1( x) = V( x) + Q
t

0
( q

T
( s) q( s ) - p

T
( s )p ( s) )ds# 

由于 ÛV1( x) = ÛV( x) + q
T
( t ) q( t ) - p

T
( t ) p( t ) , p = $q, + $+ [ 1知 q

T
q \ p

T
p# 故只要

能证明 ÛV1 | ( 4) ( x) < 0,就有 ÛV | (4) ( x) < 0# 利用引理 1得到

  ÛV1 | (4) ( x) = x
T
PÛx + ÛxT

Px + ( �Cx+ D̂p)
T
(�Cx + D̂p ) - p

T
p [

    
x

p

T
M P�B + �CT

D̂

�BT
P+ D̂

T�C D̂
T
D̂ - I

x

p
- AxT

Px + AwT
w# 

其中 M = PA + A
T
P+

1
B
Pbb

T
P+ BL

2
cc

T
+

1
A
PBB

T
P+ �C

T
�C + AP# 

对条件( 5)进行 Schur补等价地得到

  PA + A
T
P +

1
BPbb

T
P + BL

2
cc

T
+

1
APBB

T
P + �C

T
�C + AP + V < 0# 
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代入上述关于 ÛV1 | (4) ( x ) 的不等式得到

  ÛV1 | (4) ( x) [
x

p

T
�C

T
�C - V P�B + �C

T
D̂

�B
T
P+ D̂

T
�C D̂

T
D̂ - I

x

p
- Ax

T
Px + A# 

对 x /I S,有 x
T
Px > 1, 故只要

  
�CT�C - V P�B + �CT

D̂

�BT
P+ D̂

T�L D̂
T
D̂- I

< 0,

就有 ÛV | ( 4) ( x) < 0, x I 5 S# 而由 Schur补, 这个矩阵不等式等价于条件( 6)成立# t

注 3 对固定的 A> 0,定理 2中的条件(5) 是关于 P, V的 LMI# 由注 1, 当 21的传递函数的 H ] 范数小

于 1时, 有

  PA+ AT P +
1
B
PbbTP + BL2 ccT +

1
A
PBBTP + + AP < 0# 

因而存在正定矩阵 V使得

  PA+ AT P +
1
B
PbbTP + BL2 ccT +

1
A
PBBTP + + AP + V < 0,

且由于 ( P�B + �CTD̂) ( D̂TD̂ - I )- 1 (�BT P + D̂T�C) [ 0 , 故

  ( P�B + �CTD̂) ( D̂TD̂ - I)- 1(�BT P + D̂T�C) - V < 0# 

这分别等价于条件( 5)和( 6)# 这说明只要系统 21的 H ] 范数小于 1,那么定理2中的两个LM I有公共的正定

解 P > 0# 进一步, 只要性能集 8 ( Q) 足够大时, 易由定理 2得到的鲁棒吸引子外含在其中# 因而理论上, 定

理 2条件中的三个 LMI 很容易有公共的正定解# 文末的算例验证了这一点# 

类似于定理 1, 2的证明,对对象既有外部扰动又有不确定性摄动(对象有范数摄动) , 且非

线性控制向量或外扰对系统不确定性信号有影响的情况,有类似的结果# 限于篇幅从略# 

3  鲁棒椭圆吸引子的估计

本节考虑系统( 4)的鲁棒椭圆吸引子的估计# 给出包含在鲁棒椭圆吸引子 S 中的最大集

合,即对有界凸集X 0,要求 sup{F> 0: FX0 < S }# 我们给出两类典型集合的鲁棒吸引子估计# 

一类为椭圆体 X0= { x: x
T
Rx [ 1, R = R

T
> 0}# 另一类为多胞体 X0 = { x = XC: 6

m

i= 1
Ci

[ 1, Ci \ 0} ,即多胞体 X0 是以 X的列向量xi 为顶点组成的( i = 1, ,, m) # 

考虑椭圆体和多胞体,上述问题分别转化为:

  maxF> 0, s. t. A> 0, B> 0, P > 0, V > 0, (3) , (5) , (6) , R- 1 [ (F2
P)

- 1
,

和

  maxF> 0, s. t. A> 0, B> 0, P > 0, V > 0, (3) , (5) , (6) ,
F- 2

x
T
i

xi P
- 1

\ 0# 

令 Q = P
- 1
, D= F- 2 ,则条件( 3) , ( 5)分别等价于

  
1 CiQ

QC
T
i Q

\ 0,

AQ+ QA
T
+ AQ + V B b Qc

B
T

- AI 0 0

b
T

0 - B 0

c
T
Q 0 0 -

1

BL2

< 0# ( 7)

上式对固定的 B> 0和 A> 0是 LMI# 从而上述两问题又分别转化为如下的LMI问题:
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  minD> 0, s. t. Q > 0, V > 0, (6) , (7) , R- 1 [ ( DQ) ,

  minD> 0, s. t. Q > 0, V > 0, (6) , (7) ,
D x

T
i

xi Q
\ 0# 

这样, 我们分别得到了包含在鲁棒椭圆吸引子 { x : x
T
Q
- 1
x [ 1} 中有固定结构的椭圆体和多

胞体# 

4  算   例

考虑系统( 4) :其中

  A =

- 1. 8 0. 3 0

- 0. 6 - 0. 9 0

0 0 - 0. 8

, b =

- 1

1

1

, �B =

0. 1 0. 1 0

0 0 0

0 0 0. 1

,

  B =

0. 1

0

0

, C =

0 0 0. 1

0 0. 1 0

0. 1 0 0

, D =

0. 02 0 0

0 0. 02 0

0 0 0. 02

,

  �C =

0 0 0. 1

0 0. 1 0

0 0 0. 1

, D̂ =

0 0 0

0. 1 0 0

0 0 0. 1

, c =

0. 2

- 0. 1

0

,

则由定理 2的结论,对任意 A I (0, Km) , 其中 Km = - 2max( ReK( A) ) ,我们都能得到系统的鲁

棒椭圆吸引子# 对固定的 A= 0. 3和 Q= 1取 L= 1,我们得到下列正定矩阵 P, B和B> 0

满足条件:

  P =

2. 010 1 - 0. 116 4 0. 130 2

- 0. 116 4 2. 009 4 - 0. 577 4

0. 130 2 - 0. 577 4 2. 282 8

, V=

2. 605 9 0. 412 1 0. 249 9

0. 412 1 1. 402 6 - 0. 660 5

0. 249 9 - 0. 660 5 1. 409 3

,

B= 5. 816 8# 因而系统有如图2的鲁棒椭圆吸引子# 

图 2 系统鲁棒椭圆吸引子

4  结   论

本文研究了单输入单输出 Lur. e 系统

的扰动抑制分析# 运用二次型或二次型加

积分的Liapunov函数, 得到了用一组LMI表

示的系统鲁棒吸引子充分条件# 它们同时

给出了关于 Lur. e 系统扰动抑制的顶点检

验结果和对对象不确定性鲁棒吸引子的估

计# 本文的特点是用辅助 Liapunov函数, 同

时处理了绝对稳定性和扰动抑制的结果# 

这些结果的保守性在于要求一组线性矩阵不等式有公共正定解# 本文结果很容易直接推广到

多输入多输出系统# 
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Analysis of Disturbances Rejection for Lur. e Systems

HAO Fei1, 2,  CHU Tian_guang1, 2,  HUANG Lin1, 2

( 1. Depar tm ent of Mechan ics and Engineer in g Scien ces , Peking Univ er sity ,

Beijing 100871, P . R . China ;

2. Center f or System s and contr ol , Pekin g Un iver sity , Beijin g 100871, P . R . China )

Abstract: The analysis of disturbance rejection for singe_input singe_output(SISO) Lur. e system with

norm uncertainty was concerned through invariant set analysis using Lyapunov function method. The

conditions on robust ellipsoidal attractor for uncertain Lur. e systems were given in terms of LMIs

( Linear Matrix Inequality), which simultaneously ensure the absolute stability and disturbance rejection

of the uncertain Lur. e systems. An estimate of the maximum set included in a robust ellipsoidal attrac-

tor was also presented. Finally, a numerical example was worked out to illustrate the main results.

Key words: Lur. e systems; disturbance rejection; L1 _performance; robust attractor
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