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摘要: � 详细讨论了大约在公元前二世纪广泛流行的一种中国算法, 这种算法在西方被称作为双

假设法�� 强调指出双假设法是中国算法的一种译版�� 首次给出了中国算法与牛顿迭代算法之间

的联系,如果引入了导数的概念, 中国算法可以非常方便地转化为牛顿迭代算法�� 提出了一种改

进的中国算法,并给出中国算法在非线性振动方程中的应用��
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1 � 九章算术简介

西方几乎对中国的古代数学一无所知,在一些非常有名的关于古代数学史的专著中,很少

或几乎没有介绍中国古代数学史的伟大成就[ 1~ 3] �� 本作者感到一种强烈的责任感, 觉得非常

有必要向不懂汉语的西方学者介绍一些中国的古代巨著, 本文将主要介绍九章算术中的一种

非常有名的算法,即盈不足术�� 九章算术,顾名思义, 是由九章组成的,即方田、粟米、衰分、少

广、商功、均输、盈不足、方程和勾股�� 九章算术是最古老、影响最广的一部巨著,它共有 246个

问题,并给出详细的计算过程,但是没有给出严密的数学证明��

正如西方学者 Dauben [ 4]提出的那样,九章算术可以看成东方的几何原本�� 欧几里得的几

何原本是西方人的圣经, 同样九章算术统治了中国数学界两千年以上! 但是它的作者和创作

年代现在很难精确考证, 有一种传统的说法: 九章算术是在公元前 27世纪即在黄帝时代完成

的�� 但该书成于公元前 213年是不争的事实�� 在公元 213年,秦始皇( 221~ 207年 BC)的焚书

运动把几乎所有的学术书刊都烧掉了, 九章算术也毁在其中�� 原版九章算术现在不复存在,现

在的版本是以后的数学家通过回忆记载下来的�� 很多书中的内容在公元前 213以前就被广泛
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应用,如勾股定理在公元前 1 100年被广泛应用于工程问题(见周髀算经)��

2 � 盈 不足 术

九章算术中的第七章是盈不足术, 这是求解方程的一种最古老的方法�� 为了说明该方法

的基本思想,我们考虑该章的第一个例子:

今有共买物,人出 8,盈 3;人出7, 不足 4�� 问人数、物价各几何?

其求解过程为(见图 1) :

图 1 � 中国古代盈不足术的图解法

1) 把出率( 8)和( 7)放在第一行;

2) 把盈数( 3)和不足数( 4)放置在出率下面;

3) 计算维积 (交差积) 得 ( 32)和 ( 21) , 得和为

( 53) ;

4) 盈减去不足数为 4- 3= 1;

5) 从而得物价为53/ 1= 53��

用现代数学的观点, 盈不足术可表示为:

设 x 1和 x 2 为两个近似物价, R1 和 R2 分别为盈或不足数,则物价为:

� � x =
x 2R1- x 1R2

R1- R2
, (1)

人数为

� � y =
R 1+ R2

| x 1- x 2 |
�� (2)

正如白尚恕[ 5]指出的那样,在隋唐( 581~ 618年 AD)盈不足术在中东被广泛流传,最早的阿拉

伯算术书是由 al_Khowarizmi在公元 825年写的, 英文中的算术一词( algorithm)来自他的名字,

他应该对九章算术和其他古代中国巨著很了解,并把盈不足术称为中国方法( Khitai Method)��

Khitai指 China,类似的写法有Khatai, Chatayn, Chataain等等��

普遍认为中国算法是通过古代著名的意大利数学家 Leonardo Fibonacci( 1170? ~ 1250?

年)传给西方的, 据记载[ 2] Fibonacci随他父亲周游了埃及、西西里、希腊和叙利亚,这次周游使

他接触了东方和阿拉伯的计算方法�� 在 1202年, 即他回家后不久他就出版了著名的�算经

Liber Abaci�� 该书也介绍了盈不足术,并把这种方法称为 De Regulis el_Chatayn, 即中国规则��
这个名字来自中东, 在那里中国算法称为hisab al_Chataain,这里 Chataain指 China�� 该书中的一

些例子和算法和中国古代数学巨著完全一样�� 如在 23�8节中(中文版见文献[ 5] , p. 202)来自

4世纪的孙子算经:

� � 今有物不知其数,三三数之胜二,五五数之胜三,七七数之胜二,问物几何?

该问题的解题方法就是数论中的中国余数定理��

在Fibonacci的�算经�中阿拉伯语 De Regulis el_Chatayn或 De Regulis el_Chataieyn被译成拉

丁文 Duarum Falsarum Posicionum Regula�� 所以在西方这种方法被称作双假定方法( method of

double false position) ,这实际上是九章算术中的盈不足术,即中国算法,它起源于中国是毫无疑

问的,这正如钱宝琮[ 6]指出的那样�� 可惜的是很多西方人认为这种方法起源于印度,并被阿拉

伯人所掌握�� 所以本作者强烈建议把双假设法改称为中国算法或中国方法��

3 � 中国算法与牛顿迭代算法

考虑方程
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� � f ( x ) = 0�� (3)

设 x 1和 x2 为方程的两个近似解,于是我们得残量 f ( x 1) 和 f ( x 2) ,应用中国算法,我们可得

� � x 3 =
x 2f ( x 1) - x1f ( x2)

f ( x 1) - f ( x 2)
�� (4)

在九章算术中给出了在下列情况下的一些不等式: 1) 双盈, 即 f ( x 1) > 0和 f ( x 2) > 0; 2) 双

亏,即 f ( x 1) < 0和 f ( x 2) < 0; 3) 一盈一亏,即 f ( x 1)�f ( x 2) < 0��

上述算法可以根据不等式的性质确定更合适的两个数 ( x 1, x 2) 或( x 2, x 3) , 再进行计算确

定更精确的近似解��

为了与牛顿迭代算法比较,我们把( 4)写成如下形式

� � x 3 =
x 2f ( x 1) - x1( f 2)

f ( x 1) - f ( x 2)
= x 1-

f ( x 1) ( x 1- x 2)

f ( x 1) - f ( x 2)
�� (5)

如果引入导数 f �( x 1) ,它定义为

� � f �( x 1) =
f ( x 1) - f ( x 2)

x 1- x 2
, (6)

那么我们马上可得

� � x = x 1 -
f ( x1)

f �( x 1)
, (7)

这就是著名的牛顿( 1642~ 1727年)的迭代算法! 当两个近似值( x 1和 x 2) 位于真解的两侧时,

即f ( x 1)�f ( x 2) < 0, 中国算法比牛顿迭代算法具有很大的优越性,牛顿迭代算法的更进一步的

发展可参考文献[ 7, 8]��

4 � 中国算法的改进

中国算法可以看成是通过两个近似解的线性近似方法,见图 2��

图 2 � 中国算法与牛顿迭代算法的比较

为了提高中国算法的精度, 我们用三点 ( x1,

x 2, x 3) , 而不用两点( x 1, x 2) , 用抛物线拟合该曲

线,我们得近似解为:

x =
x 1f 2f 3

( f 1- f 2) ( f 1- f 3)
+

� � � �
x 2f 1f 3

(f 2- f 1) (f 2- f 3)
+

� � � �
x 3f 1f 2

(f 3- f 1) (f 3- f 2)
, (8)

式中 f i = f ( x i )��

5 � 中国算法在非线性振动方程中的应用

本文作者首先猜想中国算法可能能应用于求解非线性振动方程的角频率�� 我们考虑

Duffing 方程

� � R( u) = u�+ u + �u = 0, (9)

其初始条件为 u(0) = A 和u�(0) = 0��

如果我们选 u( t ) = A cos �t作为试函数,并把它作为方程(9) 的近似解�� 当 �21= 1时,得

残量 R1( t , �) = �Acos t ;当 �22 = �
2
, 得残量 R2( t , �) = (- �2+ 1) A cos �t + �A cos�t�� 本作
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者大胆提出以下猜想:非线性振动方程的角频率的平方可用中国算法求得,即

� � �2 =
�
2
1R 2( t0, �) - �

2
2R 1( t 0, �)

R 2( t0, �) - R1( t 0, �)
�� (10)

通常我们置 t 0 = 0��

对于 Duffing 方程,我们得

� � �2 =
�21R 2( 0, �) - �

2
2R1(0, �)

R 2( 0, �) - R 1(0, �)
=

(1- �2) A + �A 3
- ��2A 3

(1 - �2) A
=

� � � � 1 + �A 2�� (11)

于是其近似周期可写成

� � T =
2�

1 + �A 2
, (12)

其精确周期为

� � T ex =
4

1+ �A 2�
�/ 2

0

dx

1- ksin2x
, k =

�A 2

2(1 + �A 2
)
�� (13)

表 1� 近似周期与精确周期的比较

�A 2 0 0�042 0�087 0�136 0�190 0�25

T ex(精确周期) 6�283 6�187 6�088 5�986 5�879 5�767

T ( 10) 式 6�283 6�155 6�026 4 5�895 5�760 5�620

当 �很小时,近似周期与精确周期的比较见表 1�� 很明显本文的理论能给出很好的近似,

想一想我们的试函数 u = A cos�t是多么的简单��

有趣的是在本理论中我们没有小参数假设,所以得到的解可能对所有的 �都有效�� 当 �

� � 时, 我们有

� � lim
�� �

T ex

T
=

2
��
�/ 2

0

dx

1- 0�5sin2x
=

2
�
� 1�685 75 = 1�073�� (14)

因此我们得到的解对所有的 �都一致有效�� 当 � � � 时, 7�3% 的误差是相当理想的!

当然为了提高精度, 我们可以改进试函数,设试函数为

� � u = (A - B ) cos�t + B cos3�t�� (15)

当 �21 = 1时,我们得残量 R 1(0, �) = �A 3
;当 �22 = �2时, 其残量为

� � R2(0, �) = (- �
2
+ 1) ( A - B ) + (- 9�

2
+ 1) B + �A

3
=

� � � � (- �2+ 1) A - 8B�2+ �A 3��

应用( 10) ,我们得

� � �2 =
�
2
1R 2( 0, �) - �

2
2R1(0, �)

R 2( 0, �) - R 1(0, �)
=

� � � � ( 1- �
2
) A - 8B�

2
+ �A

3
- ��

2
A

3

(1 - �2) A - 8B�2
=
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� � � � 1 +
�A

3
(1- �

2
)

(1- �2) A - 8B�2
, (16)

通过简单的运算,我们得

� � � =
2A + 8B+ �A 3

- (2A + 8B + �A 3
)
2
- 4A (1+ �A 2

)
2( A + 8B)

�� (17)

式中 B 为一自由参数,它可以用加权残余法来确定�� 得到的(17) 式与变分迭代算法
[ 9]

, 同伦

摄动算法[ 10] 和其他近似方法[ 11] 得到的结果非常相似��

6 � 结 � � 论

中国是四大古代文明古国之一�� 古代的中国数学家为人类科学进步作出了巨大的贡献��

九章算术是中国的圣经, 完全可以与欧几里得的几何原理相媲美�� 本文指出西方所谓的双假

设法实际上是中国古代的盈不足术,它是由阿拉伯数学家 al_Khowarizmi( 825年 AD)和意大利

数学家Fibonacci( 1201年)传到西方的,因此作者建议把该方法称为中国算法��
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Ancient Chinese Algorithm: The Ying Buzu Shu(Method of

Surplus and Deficiency) vs Newton Iteration Method

HE Ji_huan
1, 2, 3

( 1�LNM , In stitut e of Mechan ics , Chinese Academ y of Sci ences , P R China ;

2. College of Science , Shan ghai Don ghua Univer sity , Shanghai 200051, P R Chin a ;

3� Shan gha i Inst itute of Applied Mathema tics an d Mechan cis , Shan gha i Univer sity ,

Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: An exploratory discussion of an ancient Chinese algorithm, the Ying Buzu Shu, in about

2nd century BC, known as the rule of double false position in the West is given. In addition to point-

ing out that the rule of double false position is actually a translation version of the ancient Chinese a-l

gorithm, a comparison with well_known Newton iteration method is also made. If derivative is intro-

duced, the ancient Chinese algorithm reduces to the Newton method. A modification of the ancient

Chinese algorithm is also proposed, and some of applications to nonlinear oscillators are illustrated.

Key words: ancient Chinese mathematics; Jiuzhang Suanshu( Nine Chapters ); Newton iteration

method; Duffing equation
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