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摘要 :  引入了一种有关集值映射的切导数和强、弱* 伪凸的概念# 借助凸集分离定理及锥分离

定理建立了 Benson 真有效意义下向量集值优化导数型的 Fritz John 最优性条件, 并对条件的充分性

进行了讨论# 当特殊到单值映射时这些最优性条件与经典的结果完全吻合# 
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引   言

众所周知, Fritz John最优性条件是约束优化理论中最为优美的内容之一# 这一条件已在

弱有效意义下被推广到了抽象空间中的向量值函数
[ 1] # 在[ 2]的第三章及[ 3]中 D. T . Luc与

H.W. Corley 分别借助于同一种用集值映射的图及 Contingent切锥而定义的切导数对集值优化

弱有效元的特征进行了刻画# 在[ 4]中Chen G. Y.与 J. Jahn借助于集值映射的上图, 利用 Con-

tingent切锥定义的一种广义的上图导数对锥凸集值映射建立了与[ 3]中类似的关于弱有效意

义下的最优性条件# [ 5]、[ 6]也定义了类似的导数并用于广义锥次微分的讨论# 

另一方面, 关于约束向量优化在 Benson真有效意义下最优性条件也是一个重要而有吸引

力的问题# 有关约束向量优化 Benson真有效意义下的 Lagrange乘子型最优性条件的讨论见

[ 7] ~ [ 8]# 有关约束向量集值优化 Benson真有效意义下的 Lagrange乘子型最优性条件的讨论

见[9]# 最近,文[ 10]建立了弱 Benson真有效意义下,约束向量集值优化的一种 Fritz John条件# 

由于弱 Benson真有效为一特殊的 Benson真有效,因而,一般意义下约束向量集值优化 Benson 真

有效元的 Fritz John条件尚未看到# 本文利用借助于集值映射的上图及 Contingent切锥而引入的

切导数建立了约束向量集值优化在一般Benson真有效意义下的Fritz John最优性必要条件,并在

强、弱 * 伪凸性的假设下证明了这种 Fritz John条件还是充分的# 

1  基 本概念

设 Y为实赋范向量空间, Y
*
为 Y的共轭空间, S < Y非空, clS 表示S 的闭包,称 S为锥,若
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由 K> 0, s I S有 Ks I S# 称锥S 为点锥,若S H (- S) = HY (其中 HY为 Y中的零元向量)# 

设A < Y 则由 A 生成的锥定义为

  coneA = Ka: a I A, K\ 0 # 

众所周知,当 A X Á 时 cone( A ) 为非空锥且A 为凸集时 cone( A) 为凸锥# 称集合 B为锥

S 的基,若 B 为 S 的凸子集, HY /I clB 且 S = coneB# 对 A < Y, A X Á ,定义

  P min[ A , S] = y I A: (- S) H cl cone( A + S - y ) = HY ,

  P max[ A , S] = y I A: S H cl cone( A - S - y ) = HY # 

我们称 P min[ A , S ] 为 A 的 Benson真有效集,并用

  min[ A , S ] = y I A: A H ( y - S) = y

表示 A 的有效集,易证 P min[ A , S] < min[ A , S ]# 

除非特别声明,以下均设 X为向量空间, Y、Z为赋范向量空间, S < Y, K < Z分别为 Y、Z内

的闭凸锥, F: X y 2Y ,G: X y 2Z 为两个集值映射# 

锥 S < Y 的共轭锥 S
* 定义为

  S
*
= s

* I Y
*
: s

*
( s) \0, s I S ,

这里 s
*
( s) 为 s

*
在 s 上的值# 并定义 S

*
的拟内锥为

  S
* i

= s
* I Y

*
: s

*
( s) > 0, s I S \ HY # 

设集值映射 F: X y 2Y ,如果对任意 x 1, x 2 I X 及 K I (0,1) 均有

  KF( x 1) + (1- K)F( x 2) < F( Kx 1+ (1 - K) x2) + S ,

则称F 在X 上为 S_凸的# 

F 的图 graph F 定义为

  graph F = ( x , y ) I X @ Y: y I F( x ) # 

F 的上图 epi F定义为

  epi F = ( x , y ) I X @ Y: y I F( x ) + S # 

一个众所周知的结果是 F为 S_凸当且仅当 epi F 为X @ Y中的凸集# 

下面给出 Cont ingent切锥的定义# 

定义 1[ 11] ( Contingent 切锥)  设 X 为一赋范向量空间, A < X , x 0 I clA 则 A 在 x 0 点之

Contingent切锥 TA ( x 0) 定义为

  TA ( x 0) = v : lim inf
hy 0

+

dA ( x 0+ hv )

h
= 0 ,

这里 dA ( z ) = inf +z - u +: u I A # 或 v I TA ( x 0) 当且仅当存在 hn y 0+ , vn y v,而使对一

切 n I N有 x 0+ hnvn I A# 由[ 11] 知当 x 0 I int A ( int A 表示A 的内部) 时, TA ( x0) = X ,且

当A 为一凸集时

  TA ( x 0) = cl cone( A - x 0)# 

下面给出关于集值映射 Contingent切导数的定义# 

定义 2  集值映射F: X y 2Y在( x 0, y 0) I graph F的Contingent切导数 DF( x 0, y0) 定义为映

X 到 Y 的集值映射,其满足

  epi DF( x 0, y 0) = T epi F( x 0, y0)# 

当集值映射 DF( x 0, y 0) 存在时称 F( x ) 在( x 0, y0) I graph F为 Cont ingent为可导的# 

设F: X y 2Y , ( x 0, y 0) I graph F, F 在( x 0, y 0) 点 Contingent可导, 则 F 在点( x 0, y 0) 称为

1290 盛   宝  怀    刘   三   阳



强*
S_Contingent伪凸的,如果对 K0 I S

* \ HY* 由

  K0(F( xc) - y 0) H (- R+ + ) X Á ,   xc I X# 

有

  K0(DF( x 0, y 0) ( xc- x 0) ) H (- R+ + ) X Á ,   xc I X# 

F 在点( x 0, y 0) 称为弱
*
S_Cont ingent伪凸的,如果对 K0 I S

*
\ HY* 由

  K0(F( xc) - y 0) ) H (- R+ ) X Á ,   xc I X# 

有

  K0(DF( x 0, y 0) ( xc- x 0) ) H (- R+ ) X Á ,   xc I X# 

这里 R+ = [ 0, + ] ) , R+ + = ( 0, + ] )# 

考虑如下约束向量集值优化问题( vector set_valued maps optimizat ion problems,VSVMOP)

  (VSVMOP) S - min
s. t. x I E

F( x ) ,

这里 E = x : G( x ) H (- K ) X Á # 记 E 在F 下的像集为 F( E ) = G
x I E

F( x )# 

如果存在 x 0 I E 使

  F( x 0) H P min[F( E) , S ] X Á ,
则称 x 0为(VSVMOP) 的一个Benson真有效解# 又若

  y 0 I F( x 0) H P min[F( E) , S ] ,

则称 ( x 0, y 0) 为(VSVMOP) 的一个Benson真有效元# 本文中用N表示自然数的集合且当设集合

A, B < X 时令

  A + B = a + b: a I A, b I B ,

  A @ B = ( a, b) : a I A, b I B # 

对实数集 A < R(其中 R= (- ] , + ] ) ) A \ 0指对任意 a I A, a \0# 

2  主要结果及其证明

引理 1[ 12]  设 P和 S 是某局部凸拓扑线性空间中的两个闭凸锥, S 还是点锥并有紧基# 若

P H (- S) = HY ,则存在 U I S
* i 而使 U I P

* # 

引理 2  ( S @ K )
* i

= S
* i @ K

* i# 

证明  显然 ( S @ K )
* i B S

* i @ K
* i# 下证( S @ K )

* i A S
* i @ K

* i# 设 U I ( S @ K )* i

则由[ 13] U I ( S @ K )
*
= S

* @ K
*
,因而可令 U= ( U1, U2) 其中 U1 I S

*
, U2 I K

*
,且对任

意( s, k) I S @ K , ( s, k ) X ( HY , HZ) 有 U( s, k) = U1( s ) + U2( k ) > 0# 下证 U1 I S
* i
, U2 I

K
* i# 否则,如设 U2 \I K * i

,则存在 k0 I K , k0 X HZ 而使 U2( k0) = 0# 这时( HY , HZ) X ( HY, k0)

I S @ K 但 U( HY , k 0) = U1(HY) + U2( k0) = 0+ U2( k0) = 0# 这与已证的结果矛盾# 

定理 1( Fritz John条件)  设F( x ) : X y 2
Y
为一个Contingent可导的S _凸集值映射, G( x ) : X

y 2
Z
为一个Cont ingent可导的K_凸集值映射, ( x 0, y 0) I graph F为(VSVMOP) 的一个Benson真

有效元, S 具有紧基,则对任意 z 0 I G( x 0) H (- K ) ,存在 s
* I S

* i G HY* , k
* I K

*
,使

  inf
x I X

[ s
*
(DF( x 0, y 0) ( x ) ) + k

*
(DG( x 0, z0) ( x ) ) ] = 0, (1)

且

  k
*
(G( x0) H (- K )) = 0 # (2)

其中
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  s
*
(DF( x 0, y0) ( x ) ) = G

y I DF( x
0
, y

0
) ( x)

s
*
( y ) ,

  k
*
(DG( x0, z 0) ( x ) ) = G

z I DG( x
0
, z

0
) ( x)

k
*
( z ) ,

    k
*
(G( x 0) H (- K ) ) = G

z I G( x
0
) H (- K )

k
*
( z )# 

证明  令 U*
( x ) = DF( x 0, y 0) ( x ) @ (DG( x 0, z 0) ( x ) + G( x 0) H (- K ) ) , 则 U*

( x ) : X y

2Y@Z 为一个 S @ K 凸集值映射# 因为( x 0, y 0) 为(VSVMOP) 的一个Benson真有效元,我们有

  cl cone( F( E) + S - y 0) H (- S ) = HY # (3)

令 U*
( X ) = G

x I X
U*

( x )# 我们首先证明

  cl cone( U*
(X ) + S @ K ) H [- ( ( S \ HY ) @ int K ) ] = Á # (4)

假如( 4)不成立,则存在 ( A, B) I Y @ Z 使

  ( A, B) I cl cone( U*
(X ) + S @ K ) H [- ( ( S \ HY ) @ int K ) ] , (5)

由此可知存在 xn I X , Kn \0, yn I DF( x 0, y0) ( xn ) , zn I DG( x 0, z 0) ( x n) , z
*
n I G( x0) H (- K ) ,

( sn, kn) I S @ K 而使

  ( A, B) = lim
ny ]

[ Kn( y n, z n+ z
*
n ) + ( sn , kn) ] =

lim
ny ]

Kn( y n+ sn , zn + z
*
n + kn) =

lim
ny ]

Kn[ ( y n+ sn , zn + kn) + ( HY , z
*
n ) ] I - ( ( S \ HY ) @ int K )# 

这样 A= lim
ny ]

Kn( y n+ sn) I - ( S \ HY ) , B= lim
ny ]

Kn( zn+ z
*
n + kn ) I - int K# 因为 int K 为

一开集,不失一般性,我们设 Kn ( zn+ z
*
n + kn) I - int K ( n I N) , Kn > 0# 因而 z n+ z

*
n + kn I -

int K ( n I N) 及 zn + z
*
n I - int K - kn <- int K ( n I N)# 由 yn I DF( x 0, y 0) ( x n) , z n I

DG( x 0, z 0) ( xn) 我们有 tn( i ) > 0( i I N) , t n(i ) y+ ] ( i y+ ] ) , xn( i ) I X , zn( i) I G ( xn( i) ) + K ( i

I N) , ( x n(i ) , zn( i )) y ( x 0, z 0) ( i y+ ] ) ,而使

  ( xn, zn) = lim
i y ]

( tn( i) ( x n( i ) - x0) , tn( i) ( z n( i ) - z0) )# 

因此

  lim
i y ]

t n(i ) ( zn( i) - z 0) + z
*
n I - int K# 

因为 int K 为开集,不失一般性假设

  t n(i ) ( zn( i) - z 0) + z
*
n I - int K   ( i I N)

或

  ( zn( i) - z 0) +
z

*
n

t n(i )
I - int K   ( i I N)# 

因此

  zn( i) I z0-
z

*
n

t n( i )
- int K <- K   ( i I N)# 

设 zn(i ) = z
c
n(i ) + k

c
n( i) , z

c
n( i ) I G( x n( i ) ) , k

c
n( i) I K ( i I N) 则 z

c
n(i ) I - K - k

c
n( i ) <- K ( i

I N)# 因而G( xn( i) ) H (- K ) X Á ( i I N),和 x n( i ) I E ( i I N)# 这样 xn I TE( x 0),由于

DF( x 0, y 0) ( TE( x 0) ) < cl cone(F( E ) + S - y0) 因此 yn I cl cone( F( E ) + S - y0)# 又由 A=

lim
ny ]

Kn( yn + sn) 知道 A I cl cone(F( E) + S - y 0) 因此

  A I cl cone(F( E) + S - y 0) H [- ( S \ HY ) ] ,
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这与( 3)矛盾了# 因此(4)成立,由其知

  cl cone( U
*
(X ) + S @ K ) H [- ( S @ HZ ) ] = ( HY, HZ) # (6)

因为 S 具有紧基, 因而 S @ HZ 也有紧基, 由[ 14] 的 Theorem 213, 存在点锥 P 而使 - ( S @

HZ ) \ ( HY, HZ) < int P 且

  cl cone( U*
(X ) + S @ K ) H P = ( HY , HZ) # 

令Q = [- ( S \ HY ) @ ( int K G HZ ) + P ] G ( HY , HZ) # 则Q为一凸锥且由[ 15] 的Theorem

2.2知 int Q = int P- ( S \ HY ) @ ( int K G HZ )# 对每个 s I S \ HY , k I int K G HZ ,

- ( s , k) = - ( s / 2, k ) - ( s/ 2, HZ) I - [ ( S \ HY ) @ ( int K G HZ ) ] + int P = int Q# 由

此得到- [ ( S \ HY ) @ ( int K G HZ ) ] < int Q# 我们将证明 Q 为点锥# 对 z 0 I G( x 0)

H (- K ) 及( s, k ) I S @ K 有

  ( s , k) = ( HY , z 0) + ( s , k - z0) I

[ DF( x 0, y0) ( X ) , DG( x 0, z 0) ( X ) + G( x 0) H (- K ) ] + S @ K <

cl cone( U*
( X ) + S @ K ) ,

由此知 S @ K < cl cone( U*
( X ) + S @ K )# 由

  cl cone( U*
( X ) + S @ K ) H P = ( HY, HZ)

知 ( S @ K ) H P = ( HY, HZ) # 因而[ ( S \ HY ) @ ( intK G HZ ) ] H P = Á # 由此及 S ,

intK G HZ , P 为点锥知 Q 为点锥# 

我们将证明

  cl cone( U*
( X ) + S @ K ) H Q = ( HY , HZ) # 

否则,存在 u I cl cone( U
*
( X ) + S @ K ) H Q, u X HY@ Z# 由 Q的定义, 令 u = u1+ u2,其

中 u1 I - [ ( S \ HY ) @ ( int K G HZ ) ] , u2 I P# 这便表明

  u2 = u - u1 I [ cl cone( U
*
( X ) + S @ K ) - u1] H P <

cl cone( U
*
( X ) + S @ K ) H P =

( HY , HZ ) # 

因此,由( 4)知道 u = u1 I cl cone( U
*
( X ) + S @ K ) H - [ ( S \ HY ) @ ( intK G HZ ) ] =

Á ,导致矛盾# 由凸集分离定理知道, 存在( s* , k *
) I Q

* 使

  s
*
( s) + k

*
( k ) \ 0,   ( s , k) I cl cone( U

*
( X ) + S @ K )# 

因此

    s
*
(DF( x 0, y 0) ( x ) ) + k

*
(DG( x 0, z 0) ( x ) + G( x 0) H (- K ) ) \ 0

                              x I X , (7)

及 s
*
( s) + k

*
( k) < 0, ( s , k) I intQ# 因为- ( ( S \ HY ) @ ( int K G HZ ) ) < int Q# 我

们得到

  s
*
( s) + k

*
( k ) > 0, ( s, k ) I ( S \ HY ) @ ( intK G HZ )# 

因而 s
* I S

* i# 令 s y HY, 则 k
* I K

* # 在(7) 中令 x = HX 则 k
*
( G( x 0) H (- K ) ) \0# 

由K
* 的定义 k

*
(G( x 0) H (- K ) ) [ 0# 由此及(7) 我们得到(1) 和(2)# 

定理 2(充分性条件)  令F( x ) : X y 2
Y
为一个强* S_Contingent伪凸集值映射, G( x ) : X

y 2Z为一个弱* K_Cont ingent伪凸集值映射, ( x0, y 0) I graph F,且对任何 z 0 I G( x 0) H (- K ) ,

存在 s
* I S

* i
, k

* I K
*
,使
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  inf
x I E

[ s
*
(DF( x 0, y 0) ( x ) ) + k

*
(DG( x 0, z0) ( x ) ) ] = 0, (8)

  k
*
(G( x0) H (- K )) = 0 # (9)

则 ( x0, y 0) 为(VSVMOP) 的一个 Benson真有效元# 

证明  如若不然,设 ( x 0, y 0)不为(VSVMOP) 的Benson真有效元,则 y 0 \I P min[F( E ) , S ] ,由

此知

  (- S ) H cl cone( F( E ) + S - y 0) X HY # 

令 A I (- S) H cl cone(F( E) + S - y0) 且 A X HY# 则一方面 s
*
( A) < 0# 另一方面存在

Kn \ 0, yn I F( xn) < F( E) , sn I S( n I N) 使 A= lim
ny+ ]

Kn( yn + sn- y 0)# 因此

  s
*
( A) = lim

ny+ ]
Kn( s

*
( yn ) + s

*
( sn ) - s

*
( y 0) ) =

lim
ny+ ]

Kn( s
*
( yn - y 0) + s

*
( sn ) )# 

因为 s
*
( s) \ 0, s I S# 所以 lim

ny+ ]
Kn s

*
( y n- y 0) < 0# 不失一般性,设 Kn > 0( n I N)# 因此

可设当 n I N时 s
*
( y n- y 0) < 0, 因而 s

*
(F( x n) - y 0) H [- R+ + ] X Á # 由 F( x ) 为强 *

S_Cont ingent伪凸的假设知道 s
*
(DF( x 0, y 0) ( xn - x0) ) H [- R+ + ] X Á # 

由 xn I E 得 G( xn) H [- K ] X Á # 因而由(9) 知存在 zn I G( xn) H [- K ] 使对任意 z 0

I G( x 0) H [- K ] 有 k
*
( zn- z0) [ 0# 因此 k

*
(G( xn ) - z 0) H [- R+ ] X Á ,由此及定理2的

假设知道 k
*
(DG( x0, z 0) ( xn - x 0) ) H [- R+ ] X Á # 因而

  [ s
*
(DF( x 0, y0) ( x n- x 0) ) + k

*
(DG( x0, z 0) ( xn - x 0) ) ] H [- R+ + ] X Á # 

这与(8) 矛盾# 因此( x 0, y 0) 为(VSVMOP) 的一个Benson真有效元# 

这里需要指出的是满足强 * S_Cont ingent 伪凸及弱 * S_Cont ingent伪凸的集值映射是存在

的# 例如,设F( x ) :X y 2Y为 Cont ingent可导的 S_凸集值映射, ( x 0, y 0) I graph F,则对任意 x

I X ,由定义2有

  F( x ) - y 0 < DF( x 0, y 0) ( x - x 0) + S# 

因此对任意 s
* I S

* \ HY* 我们有

  s
*
(F( x ) - y0) < s

*
(DF( x 0, y0) ( x - x 0) + S) =

      s
*
(DF( x 0, y 0) ( x - x 0) ) + s

*
( S )# 

由于 s
*
( S ) \0,因此当 s

* I S
* \ HY* 时由 s

*
(F( x ) - y 0) H [- R+ + ] X Á 得到 s

*
(DF( x 0,

y 0) ( x - x 0) ) H [- R+ + ] X Á # 当 s
* I S

*
\ HY* 时由 s

*
(F( x ) - y0) H [- R+ ] X Á 有

s
*
(DF( x 0, y 0) ( x - x 0) ) H [- R+ ] X Á # 因此 F( x ) 既为强 * S_Cont ingent 伪凸又为弱

* S_Cont ingent伪凸的集值映射# 这说明定理 2中对集值映射的附加条件是有意义的# 
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On the Generalized Fritz John Optimality Conditions

of Vector Optimization With Set_Valued

Maps Under Benson Proper Efficiency

SHENG Bao_huai1, 2,  LIU San_yang1

( 1. Depar tm ent of Applied Mathematics , Xidian Un iv er sity , Xi. an 710071, P R Chin a ;

2. In stitute of Ma them atics , Ningbo Un iver sity , Nin gbo , Zhejiang 315211, P R China )

Abstract: A kind of tangent derivative and the concepts of strong and weak * pseudoconvexity for a

set_valued map are introduced. By the standard separation theorems of the convex sets and cones the

optimality Fritz John condition of set_valued optimization under Benson proper efficiency is established,

its sufficience is discussed. The form of the optimality conditions obtained here completely tally with

the classical results when the set_valued map is specialized to be a single_valued map.

Key words: Contingent tangent cone; set_valued map; Benson proper efficiency; Fritz John condition
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