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G _凸空间内新的聚合不动点定理及应用
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( 1� 四川师范大学 数学与软件科学学院,成都 610066; 2� 韩国釜山国立大学 数学系, 釜山 609_735)

(我刊编委丁协平来稿)

摘要: � 由应用连续单位分解技巧和 Tychonoff不动点定理对定义在非紧 G_凸空间的乘积空间上

的一族集值映象证明了一些新的不动点定理�� 作为应用,对 G_凸空间的乘积空间的一簇子集证

明了Ky Fan型非空交定理; 在 G_凸空间内给出了非线性不等式组解的一个存在定理和得到了一

些抽象经济的平衡存在定理�� 这些定理改进和推广了很多最近文献中重要的已知结果��
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引 � �言

1991年Tarafdar[ 1]首先在拓扑矢量空间的非空紧凸子集的乘积空间上建立了下面的聚合

不动点定理并给出对抽象经济平衡点存在性的应用��

定理 1�设 X i i � I 是一簇非空紧凸子集,每一 X i在拓扑矢量空间E i中,其中 I 是一(有

限或无限) 指标集�� 设 X = �
i � I

X i�� 对每一 i � I ,令 T : X � 2X
i 是一集值映象使得

( � ) 对每一 x � X , T i ( x ) 是 X i 的非空凸子集,

( � ) 对每一 y i � X i , T
- 1
i ( yi ) = x � X : y i � T i ( x ) 包含 X 的一相对开子集Oy

i
使得

� � �
y

i
� X

i

Oy
i

= X � � (对某些 y i , Oy
i
可以是空集)��

则存在 x � T( x ) = �
i � I

Ti ( x ) , 即对每一 i � I , x i � T i ( x ) ,其中 xi = P i ( x ) 和 P i 是X 到X i

上的投影��

1998年, 1999和 2000年, Lan和Webb
[ 2]

,Ansari和 Yao
[ 3]

, Singh,Tarafdar和Watson
[ 4]
分别在

拓扑矢量空间内不同假定下得到了定理 1的一些非紧推广并给出了对乘积空间子集簇的非空

交定理;不等式组和抽象经济平衡存在性的某些应用��

另一方面, 1992年Tarafdar[ 5]推广了他的定理(定理 1)到没有线性结构的 H_空间并给出

了对H_截口定理和抽象经济平衡存在性定理的应用 �� 1996和 1998 年, Chang 等[ 6] , Lin和
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Park[ 7] ,由使用 Fan_Browder型不动点定理,在 H_空间的非紧设置下得到了某些聚合不动点定

理�� 但是Fan_Browder不动点技巧不能应用于处理指标集 I是无限的情形,其主要困难在于无

限多个开集的交可以不是开的��因此在[ 6, 7]中的结果不是Tarafdar[ 1, 5]的结果到H _空间和G_

凸空间的真推广�� 1999年 Park[ 8] 在紧 G _凸空间内证明了一个聚合不动点定理推广了在[ 1,

5] 中的Tarafdar的不动点定理到紧 G _凸空间�� 因此正确推广Tarafdar在[ 1, 5] 中的聚合不动

点定理到非紧 G _凸空间仍然是待解决的问题��

在本文中, 使用连续单位分解技巧和Tychonoff不动点定理,我们首先对定义在非紧 G_凸

空间的乘积空间上的一簇集值映象证明了某些新的聚合不动点定理�� 这些定理改进、统一和

推广前面提及的聚合不动点定理�� 作为应用,对 G_凸空间的乘积空间的子集簇证明了某些

Ky Fan型非空交定理;给出了不等式组的解的存在定理和建立了抽象经济的某些平衡存在性

定理�� 我们的结果推广了最近文献中的很多重要已知结果��

1 �预 备知 识

令 X 和Y是非空集�� 用F ( X ) 和2Y分别表X 的一切非空有限子集的簇和Y的一切子集

的簇�� 对每一A � F ( X ) , | A | 表A 的基数�� 令�n是n_维标准单型其顶点为e0, e1, � , en��

如果 J 是 0, 1, � , n 的非空子集,用�J表顶点 ej : j � J 的凸包��称拓扑空间X 的子集A 在

X 内是紧开的(紧闭的) ,如果对 X 的每一非空紧子集K , A � K 在K 内是开的(闭的)�� 下面概

念由 Ding
[ 9, 10]

引入�� 对任意给定的 X 的子集A ,定义A 的紧内部 cint( A ) 和紧闭包 ccl( A) 如

下:

� � cint( A ) = � B � X : B � A 和B 在X 内紧开 ,

� � ccl( A) = � B � X : A � B 和B 在X 内紧闭 ��

易知 cint ( A) ( ccl( A ) ) 在 X 内是紧开(紧闭) 的且对 X 的任何非空紧子集K , A � K � �, 有

cint( A) � K = intK ( A � K ) 和 ccl( A ) � K = clK ( A � K ) 其中 intK ( A � K ) 和 clK ( A � K )

分别表 A � K 在K 中的内部和闭包�� 显然, X 的一子集A 在X 内是紧开(紧闭) 的当且仅当

cint( A) = A( ccl( A ) = A )��

熟知拓扑空间 X 的一子集被称为k_test集如果它与X 的每一非空紧子集K 的交在K 中是

闭的�� 称拓扑空间X 为k_空间如果每一k_test集在X 内是闭的(或者等价地, X 的一子集B在

X 内是开的当且仅当B 是紧开的) ,见Wilansky[ 11, p142]或Dugunji[ 12, p248]或Husain[ 13, pp171~ 172]��然

而存在不是 k_空间的拓扑空间�� R
R 是拓扑空间, 但不是 k_空间, 见 Kelley[ 14, p240]或Wilan-

sky
[ 11, p143]��两个 k_空间的乘积不必是一 k_空间, 见Husain

[ 13, p174]��因此紧开(紧闭)集概念和

集的紧内部(紧闭包)概念是一般拓扑空间内开(闭)集和集的内部(闭包)概念的真推广��

广义凸(或 G_凸) 空间概念首先 Park和Kim
[ 15, 16]

在一个多余的保序条件下引入�� 最近

Lin和 Park[ 7] 和 Park[ 8] 去掉了此多余的条件, 给出了 G_凸空间的下面定义��

一个 G_凸空间( X , �) 由一个拓扑空间和一个集值映象 �: F( X ) � 2
X

\ � 组成满足对

每一 A � F( X ) , | A | = n + 1, 存在连续映象 �A : �n � �( A ) 使得 B � F( A ) , | B | = | J | +

1 蕴含 �A (�J) � �( B) ,其中 �J表 �n的对应于B的面�� 称 G_凸空间( X , �) 的子集 D 是G_

凸的如果对每一 A � F( D) , �( A) � D�� 定义 D 的G_凸包为

� � G_co( D ) = � B � X : D � B 和B 是G_凸的 ��
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我们注意到修改过的 G_凸空间恰好和 Ben_El_Mechkieakh[ 17]定义的 L_凸空间一致��

2 �聚合不动点定理

在本节中, 我们将在更弱的强制条件下推广前面提到的聚合不动点定理到非紧 G_凸空

间��

下面令 I 是一有限或无限指标集和令 ( X i , �i ) i � I 是一簇G_凸空间�� 令X = �
i � I

X i和

X
i

= �
j � I , j � i

X j�� 对每一固定的 i � I 和 x � X ,记 x = ( x i , x
i
) = ( xi ) i � I 其中xi 和x

i分别表

x 到X i 和X
i 上的投影��

定理 2�1�令 ( X i , �i ) i � I 是一簇G_凸空间其中 I 是一(有限或无限) 指标集�� 对每一

i � I ,令 F i , G i : X
i � 2

X
i 是集值映象使得下列条件成立:

(�) 对每一 x
i � X

i和N i � F ( F i ( x
i
) ) , �( N i ) � G i ( x

i
) ,

(�) 对 X
i 的每一非空紧子集K

i
, K

i
= �

y
i
� X

i

( cintF- 1
i ( yi ) � K

i
) ,

( �) 存在X i的非空子集X i, 0使得对每一N i � F ( X i ) ,存在X i的紧G_凸子集LN
i
包含( X i , 0

� N i ) 且集 D
i
= �

y
i
� X

i , 0

( cintF- 1
i ( yi ) )

c在X
i内是空的或紧的,其中( cintF- 1

i ( y i ) )
c表 cintF- 1

i ( yi )

的补集��

则存在一点 x̂ = ( x̂ i , x̂
i
) � X 使得对每一个 i � I , x̂ i � G i ( x̂

i
)��

证明 �对每一固定的 i � I , 如果 D
i � �

y
i
� X

i ,0

( cintF- 1
i ( yi ) )

c 是空的,则我们有

� � X
i

= X
i \ D

i
= �

y
i
� X

i ,0

cintF- 1
i ( y i )�� ( 1)

如果 D
i
是非空和紧的,由条件(�) ,有

� � D
i

= �
y

i
� X

i

( cintF
- 1
i ( yi ) � D

i
) � �

y
i
� X

i

cintF
- 1
i ( y i )��

因为 D
i 是紧的,存在一有限集 N i = yi 0, yi 1, � , yin

i
� F ( X i ) 使得

� � D
i

= �
y

i
� X

i ,0

( cintF- 1
i ( yi ) )

c � �
n

i

k= 0
cintF- 1

i ( yik)��

由此推得

� � X
i

= �
y

i
� X

i, 0

cintF- 1
i ( yi ) � ( �

n
i

k= 0
cintF- 1

i ( yik) )�� ( 2)

因此在 D
i
是空的或非空紧的两种情形下, 我们总有( 2) 式成立�� 由条件( �) 存在 X i 的紧G_

凸子集LN
i
使得X i, 0 � N i � LN

i
且因此由( 2) ,得到

� � X
i � �

y
i
� L

N
i

cintF
- 1
i ( yi )�� ( 3)

� �令

� � LN = �
i � I

LN
i
和 L

i
N = �

j � I, j � i

LN
j
,

则 L
i
N 是X

i
的紧子集�� 由( 3) ,我们有对每一 i � I ,

� � L
i
N � �

y
i
� L

N
i

cintF- 1
i ( yi )��

因此存在
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� � M i = z i0, z i1, � , zim
i
� F( LN

i
)

使得

� � L
i
N = �

m
i

k= 0
( cintF- 1

i ( y i ) � L
i
N )�� ( 4)

因 LN
i
也是一G_凸空间,存在连续映象

� � �M
i
: �m

i
� �i ( Mi )

使得

� � �M
i
(�J) � �i ( B i ) , � B i � F ( M i ) , | B i | = | J | + 1�� ( 5)

由( 4) , 我们能假设 �ik
m

i
k= 0是从属于开覆盖 cintF- 1

i ( zik ) � L
i
N

m
i

k= 0的连续单位分解使得

(�) 对每一 k= 0, 1, � , mi , �ik : L
i
N � [ 0, 1]是连续的,

(�) 对每一 k= 0, 1, � , mi 和 x
i � L

i
N , �ik( x

i
) � 0� x

i � cintF- 1
i ( z ik) � zik � F i ( x

i
) ,

( � ) 对每一 x
i � L

i
N , �

m
i

k= 0
�ik( x

i
) = 1��

对每一 i � I , 定义映象 �i : L
i
N � �m

i
如下

� � �i ( x
i
) = �

m
i

k= 0
�ik( x

i
) e ik , � x

i � L
i
N

其中 eik : k= 0, 1, � , mi 是mi_维标准单型 �m
i
的顶点��则 �i 是连续的且对每一 x

i � L
i
N , �i

( x
i
) = �

k � J( x
i
)

�ik( x
i
) eik ��J (x

i
)其中 J ( x

i
) = k � 0, 1, � , mi : �ik( x

i
) � 0 ��由性质(�) , 有

� � � � zik : k � J ( x
i
) � F( F i ( x

i
) )��

定义映象 f i : L
i
N � LN

i
如下: f i = �M

i
��i ,则由( 5)和条件(�) ,得到

� � f i ( x
i
) = �M

i
��i ( x

i
) � �M

i
( �J ( x

i
) ) � �( zik : k � J ( x

i
) ) � G i ( x

i
)�� ( 6)

现在定义 D = �
i � I
�m

i
��对每一 i � I , 令 E i 是 eik : k= 0, 1, � , mi 的线性包,则 E i 是一局

部凸Hausdorff拓扑矢量空间,因为它是有限维的且 �m
i
是 Ei 的紧凸子集��令 E = �

i � I
Ei , 则 E

也是局部凸 Hausdorff拓扑矢量空间和 D 是E 的紧凸子集��定义连续映象 �: D � LN 和 � : LN

�D 如下:

� � �( t ) = �
i � I
�M

i
( P i ( t ) ) , � t � D 和 �( x ) = �

i � I
�i ( x

i
) , � x= ( x i , x

i
) � LN ,

其中 Pi : D � �m
i
是D 到 �m

i
上的投影��由Tychonoff 不动点定理

[ 18]
, 连续映象 ���: D � D 有

一不动点 t � D,即 t= ���( t )��令 x̂ = �( t ) ,则有

� � x̂ = �� �( x̂ ) = �( �
i � I
�i ( x̂

i
) ) =

� � � � � � �
i � I
�M

i
( p i ( �

i � I
�i ( x

i
) ) ) = �

i � I
�M

i
��i ( x̂

i
)��

从( 6) 式推得对每一 i � I ,

� � x̂ i= �M
i
��i ( x̂

i
) � G( x̂

i
)��

证毕��

注 2�1� 1) 显然下面任何一个条件蕴含条件(�) 成立:

(�) 1对每一 xi � X i , G_co( Fi ( xi ) ) � G i( x i) ,

(�) 2对每一 xi � X i , Fi ( xi ) � Gi ( xi )和 G i( x i)是 G_凸的��

2) 根据 Ding[19] 的引理 2�1, 定理 3�1的假设(�) 能用下列条件中任何一个条件替代:
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(�) 1对每一 i � I , Fi 有紧局部交性质,

(�) 2对每一 i � I , F- 1
i 是转移紧开值的,

(�) 3对每一 i � I ,每一 yi � X i 和每一X i 的紧子集K i, 存在 X i 的开子集 Oy
i
(对某些 y i, 它可以是空的)使

得 Oy
i
� K i� F- 1

i ( yi )且 K i= �
yi �X i

( Oy
i
� K i ) ,

(�) 4对每一 i � I ,和 yi � X i , F- 1
i ( yi )在 X i内是紧开的��

系2�1� 令 ( X i , �i ) i � I是一簇G_凸空间和对每一 i � I ,令 F i : X
i � 2X

i是集值映象使得

(�) 对 X
i 的每一非空紧子集K

i
, K

i= �
y

i
� X

i

( cintF- 1
i ( y i ) �K

i
) ,

(�) 存在 X i的非空子集X i, 0使得对每一 N i � F ( X i )存在 X i 的紧G_凸子集LN
i
包含( X i , 0

�N i ) ,且 D
i= �

y
i
� X

i ,0

( cintF- 1
i ( yi ) )

c 是空的或紧的��

则存在 x̂ = ( x̂i , x̂
i
) �X 使得对每一 i � I , x̂ i � G_co( F i ( x̂

i
) )如果进一步假设

( �) 对每一 x
i �X

i
, F i ( x i )是 G_凸的,

则对每一 i � I , x̂ i � F i ( x̂
i
)��

证明 � 对每一 i � I ,定义集值映象 G i : X
i � 2X

i为G i ( x
i
) = G_co( Fi ( x

i
) , � x

i � X
i��则有

F i ( x
i
) � G i ( x

i
)和 Gi ( x

i
)是 G_凸的且因此定理2. 1的条件(�)被满足��条件(�)和(�)分别蕴含

定理 2�1的条件(�)和( �)成立��由定理 2�1, 存在 x̂ = ( x̂ i , x̂
i
) � X 使得对每一 i � I , x̂ i � G i

( x̂
i
) = G_co( F i ( x̂

i
) )��如果条件( � )被满足, 则最后结论显然成立��

注 2�2� 定理2�1和系 2�1, 在更弱的假设下推广了Lan和Webb [2] 的定理 211和定理21 2从拓扑矢量空间

到 G_凸空间# 

在定理 211和系 211中,如果对每一 i I X ,映象 F i和G i 的定义域X
i被X 替代,则由使用

相同的论证方法,我们能证明下面结果# 

定理 212 设 ( X i , # i ) i I I是一簇G_凸空间其中I 是一(有限或无限)指标集# 对每一 i

I I , 令 F i , G i : X y 2
X

i是两个集值映象使得

(�) 对每一 x I X 和N i I F( F i ( x ) ) , # i ( N i ) < G i ( x ) ,

(�) 对 X 的每一非空紧子集K , K = G
y

i
I X

i

( cintF
- 1
i ( y i ) HK ) ,

( �) 存在 X i 的非空子集X i , 0使得对每一N i I F ( X i ) , 存在 X i 的紧G_凸子集LN
i
包含( X i , 0

G N i )和集 D= H
y
i

I X
i , 0

( cintF - 1
i ( yi ) )

c 在X 内是空的或紧的其中( cintF - 1
i ( y i ) )

c 表 cintF- 1
i ( yi )

在 X 中的补集# 

则存在 x̂ I X 使得对每一 i I I , x̂ i I G i ( x̂ ) # 

系 212  令 ( X i , # i ) i I I是一簇G_凸空间# 对每一 i I I , 令 F i : X y 2X
i是集值映象使得

(�) 对 X 的每一非空紧子集K , K = G

y
i

I X
i

( cintF- 1
i ( y i ) HK ) ,

(�) 存在 X i 的非空子集X i, 0使得对每一 N i I F ( X i ) ,存在 X i的紧G_凸子集LN
i
包含( X i , 0

G N i ) ,且集 D = H
y

i
I X

i ,0

( cintF- 1
i ( y i ) )是空的或紧的# 

则存在 x̂ = ( x̂i ) i I I I X 使得对每一 i I I , x̂i I G_co( F i ( x̂ ) ) ,

注 213 定理 212 和系 212在更弱的假设下改进和推广了Ansari和 Yao[ 3] 的定理 1 从拓扑矢量空间到无
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线性结构的 G_凸空间# 

系 213 设 ( X i , #i ) i I I是一簇紧G_凸空间其中 I 是一(有限或无限)指标集# 令 X =

7
i I I

X i和对每一i I I , 令 F i , G i : X y 2X
i是两个集值映象使得定理212的条件(�)和( �)成立# 则

存在 x̂ = ( x i ) i I I I X 使得对每一 i I I , x̂ i I G i ( x̂ )# 

证明  因为对每一 i I I , X i 是紧G_凸空间,对每一 i I I 和N i I F ( X i ) , 令 X i, 0 = LN
i
=

X i ,则从条件( �)推得 X = G
y

i
I X

i

cintF
- 1
i ( yi )且因此对每一 i I I ,

  D= H

y
i

I X
i , 0

( cintF - 1
i ( yi ) )

c = H
y
i

I X
i

( cintF - 1
i ( yi ) )

c = X \ G
y

i
I X

i

cintF - 1
i ( yi ) = ª# 

结论从定理212推得

注 214  系213是Park[ 8] 的定理3,顺次推广了Tarafdar[5] 的定理311和Tarafdar在[ 1] 中的不动点定理(定

理1)# 容易看出定理211和 212, 系211和 21 2改进、统一和推广了[ 1 ~ 8] 中相应的聚合不动点定理到没有线

性结构的 G_凸空间且我们的假设更弱# 

定理 213 X i i I I 是一簇非空凸集,每一 X i 在一拓扑矢量空间Ei 中,其中 I 是一(有限

或无限) 指标集, 对每一 i I I ,令 F i , G i : X
i

y 2X
i 是集值映象使得

(�) 对每一 x
i

I X
i和N i I F( F i ( x

i
) ) , co( N i ) < G i ( x

i
) ,

(�) 对 X
i 的每一非空紧子集K

i
, K

i
= G

y
i

I X
i

cint( F
- 1
i ( yi ) H K

i
) ,

( �) 存在非空子集X i, 0被包含在X i的一紧凸子集X i , 1内使得 D
i
= H

y
i

I X
i ,0

( cintF- 1
i ( yi ) )

c在

X
i 内是空的或紧的# 

则存在 x̂ = ( x̂ i , x̂
i
) I X 使得对每一 i I I , x̂ i I Gi ( x̂

i
)# 

证明  对每一 i I I , 定义 #i : F ( X i ) y 2X
i 如下: # i ( N i ) = co( N i ) , P N i I F ( X i ) ,则每

一( X i , # i ) 变成一 G_凸空间# 条件(�) 和(�) 蕴含定理211的条件(�) 和( �) 成立# 对每一 i

I I 和N i I F ( X i ) , 令 LN
i
= co( X i , 1 G N i )# 因 X i, 1 是紧凸集,所以每一 LN

i
也是X i的紧凸

子集且包含X i, 0 G N i# 由( �) , 定理211的条件( �) 也被满足# 由定理 211, 存在 x̂ = ( x̂i , x̂
i
)

I X 使得对每一 i I I , x̂ i I Gi ( x̂
i
) # 

由使用定理 212和与定理 213的证明相类似的论证,我们能容易地证明下面结果# 

定理 214 令 X i i I I 是一簇非空凸子集,每一X i在一拓扑矢量空间E i中,对每一 i I I ,

令 F i , G i : X y 2X
i 使得

(�) 对每一 x I X 和N i I F ( F i ( x ) ) , co( N i ) < G i ( x ) ,

(�) 对 X 的每一紧子集K , K = G
y
i

I X
i

( cintF- 1
i ( yi ) H K ) ,

(�) 存在 X i 的非空子集 X i , 0 被包含在 X i 的一紧凸子集 X i , 1 中使得集 D
i

= H
y

i
I X

i ,0

( cintF- 1
i ( y i ) )

c 在X 内是空的或紧的# 

则存在 x̂ = ( x̂ i ) i I I I X 使得对每一 i I I , x̂ i I Gi ( x̂ )# 

注 215 1) 如果 I = 1 ,则易知定理 214 化归Tarafdar [20]的不动点定理(也见[ 4]中定理 111)# 

2) 易知定理 214 进一步改进了 Singh,Tarafdar 和Waston[ 4]的定理 21 1# 

3) 定理 213(或定理 214)的条件( �)等价于下列条件# 
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( �)c 存在 X i的非空紧凸子集X i , 1使得集 D
c
i = H

y
i

I X
i ,1

( cintF- 1
i ( yi ) )

c 在X
i
(或X ) 内是空的

或紧的# 

仅需对定理213的情形给出证明# 由条件( �)c ] 条件( �)是明显的(由令X i, 0 = X i, 1, P i

I I )# 现在设条件( �) 成立# 对每一 i I I ,任取 X i, 1的一非空子集 X i , 0,我们有

  D
c
i = H

y
i

I X
i ,1

( cintF- 1
i ( y i ) )

c
< H

y
i

I X
i , 0

( cintF- 1
i ( yi ) )

c
= Di# 

则 D
c
i 或空或非空, 如果 D

c
i X ª ,则 D

c
i是紧子集Di的非空闭子集且因此它也是紧的# 故条件

( �)c被满足# 

定理 215 令 X i i I I 是一簇非空凸子集,每一X i在一拓扑矢量空间E i 中# 对每一 i I

I ,令 F i : X
i

y 2
X

i 是一集值映象使得

(�) 对每一 x
i

I X
i
, 或 G _co( F i ( x

i
) ) < G i ( x

i
) , 或 F i ( x

i
) < Gi ( x

i
) 和 G i ( x

i
) 是 G _凸

的,

(�) 对 X
i 的每一非空紧子集K

i
, K

i
= G

y I X
i

( cintF- 1
i ( y i ) H K

i
) ,

( �) 存在 X i的非空紧凸子集Ci 和X
i 的一非空紧子集D( i) 使得对每一 x

i
I X

i \ D( i) ,

存在 y i I C i 满足 x
i

I cintF- 1
i ( yi )# 

则存在 x̂ = ( x̂ i , x̂
i
) I X 使得对每一 i I I , x̂ i I Gi ( x̂

i
) # 

证明 显然条件(�)和( �)蕴含定理 213的条件(�)和( �)成立、由条件( �) , 对每一 x
i

I

X
i \ D( i) , 存在 y i I Ci 满足 x

i
I cintF- 1

i ( y i ) 且因此 x
i

I/ ( cintF- 1
i ( yi ) )

c
# 这蕴含 D

c
i

= H
y

i
I C

i

( cintF
- 1
i ( yi ) )

c
< D( i)# 如果 D

c
i 是非空的,则它是紧子集 D( i) 的一闭子集且因此它

也是紧的# 因此在注 215, 3) 中的条件( �)c 被满足# 定理 215的结论从定理 213推得# 

注 216 容易看出 Lan和 webb[ 2]的定理 211是定理 215 的一个很特殊的情形# 类似地我们能容易的得到

Ansari和 Yao[ 3]的定理 1的改进# 我们省略# 

3  应  用

在本节中, 我们给出我们的聚合不动点定理对 Ky Fan型非空交定理,不等式组和抽象经

济平衡问题的某些应用# 

定理 311 令 ( X i , #i ) i I I 是一簇G_凸空间# 令 A i i I I 和 B i i I I 是X = 7
i I I

X i 的两

子集簇使得对每一 i I I ,

(�) 对每一 x
i

I X
i
, N i I F ( yi I X i : ( y i , x

i
) I Ai ) 蕴含

  #i ( N i ) < yi I X i : ( yi , x
i
) I B i ,

(�) 对 X
i 的每一非空紧子集K

i
,

  K
i

= G
y

i
I X

i

( cint x
i

I X
i
: ( yi , x

i
) I A i H K

i
) ,

( �) 存在X i的非空子集X i, 0使得对每一N i I F ( X i ) ,存在X i的紧G_凸子集LN
i
包含( X i , 0

G N i ) ,且集 H
y

i
I X

i, 0

ccl x
i

I X
i
: ( yi , x

i
) /I A i 是空的或紧的# 则 H

i I I
B i X ª# 

证明  对每一 i I I ,定义集值映象 F i , G i : X
i

y 2
X

i 如下,

  Fi ( x
i
) = yi I X i : ( y i , x

i
) I Ai ,
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G i ( x
i
) = y i I X i : ( yi , x

i
) I Bi # 

由条件(�)和( �) ,易检验定理 211的条件(�)和(�)成立, 由条件( �)和 F i 的定义, 我们有

  H
y

i
I X

i ,0

( cintF
- 1
i ( yi ) )

c
= H

y
i

I X
i ,0

( X
i

\ cint x
i

I X
i
: ( y i , x

i
) I A i ) =

              H
y

i
I X

i ,0

ccl x
i

I X
i
: ( yi , x

i
) I A i

是空的或紧的且因此定理211的条件( �)也被满足,由定理 211,存在 x̂ = ( x̂ i , x̂
i
) I X 使得对

每一 i I I , x̂i I G i ( x̂
i
) = yi I X i : ( y i , x̂

i
) I B i ,由此推得对每一 i I I , x̂ I B i和 H

i I I
Bi X

ª# 

系 311  令 ( X i , # i ) i I I 是一簇G_凸空间和 Ai i I I 是X = 7
i I I

X i的子集簇使得对每一

i I I ,

(�) 对每一 x
i

I X
i
, y i I X i : ( yi , x

i
) I A i 是G_凸集,

(�) 定理 311的条件(�)和( �)成立

则 H
i I I

A i X ª# 

证明  对每一 i I I ,令 B i = A i ,则由条件(�) ,定理 311的条件(�) 成立,系 311的结论从

具有 A i = B i , i I I ,的定理 311推得# 

注 311  定理 31 1在更弱的假设下推广了 Shih 和Tan [ 21]的定理 2, Ky Fan [22]的定理 16, Ma[ 23]的定理2 从拓

扑矢量空间到 G_凸空间# 

定理 312 令 ( X i , #i ) i I I 是一簇G_凸空间和 A i i I I 是X = 7
i I I

X i的一簇子集使得对

每一 i I I ,

(�) 对 X
i 的每一非空紧子集K

i
,

  K
i

= G
y

i
I X

i

( cint x
i

I X
i
: ( yi , x

i
) I A i H K

i
) ,

(�) 存在 X i的非空子集X i , 0使得对每一N i I F ( X i ) ,存在X i的紧G_凸子集LN
i
包含( X i , 0

G N i ) 和集 H
y

i
I X

i, 0

ccl( G_co x
i

I X
i
: ( yi , x

i
) /I Ai ) 是空的或紧的# 则存在 x̂ = ( x̂ i , x̂

i
) I X

使得对每一 i I I , x̂i I G_co( yi I X i : ( yi , x
i
) I A i )# 

如果进一步假设 B i i I I 是X 的一簇子集使得

( �) 对每一 x I X ,存在 I ( x ) < I 使得对每一 i I I ( x ) ,

  G_co y i I X i : ( yi , x
i
) I A i < yi I X : ( yi , x

i
) I B i # 

则存在 x̂ I X 使得 H
i I I( x̂ )

Bi X ª# 

证明  对每一 i I I ,定义集值映象 F i : X
i

y 2X
i 如下,

  Fi ( x
i
) = yi I X i : ( y i , x

i
) I Ai , P x

i
I X

i
# 

由条件(�)和( �) ,易知系 211的条件(�)和( �)被满足# 由系 211,存在 x̂ = ( x̂i , x̂
i
) I X 使得

  x̂ i I G_co( F i ( x̂
i
) ) = G_co( y i I X i : ( yi , x̂

i
) I A i ) , P i I I# 

如果进一步假设条件( �)成立,则对 x̂ I X ,我们有 x̂ i I yi I X i : ( y i , x̂
i
) I B , P i I I ( x̂ )

且因此 H
i I I ( x̂ )

B i X ª # 

注 312  定理 312从下列两方面推广了Lan和Webb[ 2]的定理213 和定理 214: 1) 条件(�)比[ 2]中定理213
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的条件( S1)和( S2)更弱; 2) 强制条件(�)也弱于[ 2]中定理 213的条件( S3 )# 因此定理 312 顺次从几个方面推

广了Ky Fan [22]的定理 15 和 Shih 和 Tan [21]的定理 5# 

定理 313 令 ( X i , #i ) i I I 是一簇G_凸空间# 令 f i i I I : X y R 是实函数簇和 t i i I I

是实数簇使得对每一 i I I ,

(�) 对每一 x
i

I X
i
,集 yi I X i : f i ( y i , x

i
) > t i 是G_凸的,

(�) 对每一非的非空紧子集 K
i
,

  K
i

= G
y

i
I X

i

( cint x
i

I X
i
: f i ( yi , x

i
) > ti H K

i
) ,

( �) 存在 X i的非空子集X i, 0使得对每一 N i I F ( X i ) ,存在X i的一紧G_凸子集X i , 1包含

( X i , 0 G N i ) 且集 H
y I X

i, 0

ccl x
i

I X
i
: f i ( yi , x

i
) [ ti 是空的或紧的# 则存在 x̂ I X 使得对每一

i I I , f i ( x̂ ) > t i # 

证明  对每一 i I I , 令A i = x I X : f i ( x ) > t i # 则 A i i I I 是X 的一簇子集# 由条

件(�) ~ ( �) ,容易看出系311的一切条件被满足# 由系 311, H
i I I

A i X ª# 任取 x̂ I H
i I I

Ai ,则我

们有 f i ( x̂ ) > ti 对每一 i I I 成立# 

注 313 定理31 3在更弱的假设下推广了 Lan 和Webb[ 2]的定理 215 和Ky Fan[ 24]的定理 3到 G_凸空间# 

现在我们描述一抽象经济 E = ( X i , S i , T i , Pi ) i I I (见 Ding,Kim 和 Tan[ 25, 26] , 和 Ding 和

Tan
[ 27]

) ,其中 I 是有限或无限个经济人的集; X i 是第 i 个经济人的策略集(或商品空间) ; Si ,

Ti : X = 7
i I I

X i y 2X
i 是约束对应(集值映象) 和 P i : X y 2X

i 是选择对应# 和 x̂ I X 是抽象经

济 E的一平衡点如果对每一i I I , x̂i I T i ( x̂ ) 和 S i ( x̂ ) H P i ( x̂ ) = ª# 称簇 E = ( X i , P i ) i I I

是一定性对策# 点 x̂ I X 被说成是对策E = ( X i , P i ) i I I 的一极大元如果对每一i I I , P i ( x̂ )

= ª# 

定理 314 令 E = ( ( X i , # i ) , S i , T i , P i ) i I I 是一抽象经济使得对每一 i I I ,

(�) ( X i , #i ) 是一 G_凸空间,

(�) 对每一 x I X = 7
i I I

X i , Si ( x ) X ª和G_co( S i ( x ) ) < Ti ( x ) ,

( �) 对 X 的每一非空紧子集K ,

  K = G
y

i
I X

i

[ cint( ( P
- 1
i ( y i ) G W i ) H S

- 1
i ( yi ) ) H K ] ,

其中 Wi = x I X : S i ( x ) H P i ( x ) = ª ,

( �) 对每一 x I X , xi /I G_co( P i ( x ) ) ,

( �) 存在X i的非空子集X i, 0使得对每一N i I F ( X i ) ,存在X i的紧G_凸子集LN
i
包含( X i , 0

G N i ) 和集 H
y

i
I X

i, 0

( cint [ ( P
- 1
i ( y i ) G Wi ) H S

- 1
i ( yi ) ] )

c
是空的或紧的# 则存在一点 x̂ I X 使

得对每一 i I I , x̂ i I Ti ( x̂ ) 和 Si ( x̂ ) H P i ( x̂ ) = ª,即 x̂ 是抽象经济E 的一平衡点# 

证明  对每一 i I I ,令

  Vi = x I X : S i ( x ) H P i ( x ) X ª , Vi = X \ W i# 

对每一 i I I ,定义集值映象 F i : X y 2X
i 如下,

  Fi ( x ) =
P i ( x ) H S i ( x )  (若 x I Vi ) ,

S i ( x )   (若 x I X \ Vi )# 

则对每一 y i I X i ,我们有
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F
- 1
i ( y i ) = [ P

- 1
i ( y i ) H S

- 1
i ( yi ) H Vi ] G [ S

- 1
i ( yi ) H Wi ] =

        [ P
- 1
i ( yi ) H S

- 1
i ( yi ) ] G [ S

- 1
i ( yi ) H Wi ] =

        ( P
- 1
i ( yi ) G Wi ) H S

- 1
i ( yi )# 

从条件( �)推得对 X 的每一非空紧子集K ,

  K = G
y

i
I X

i

( cintF- 1
i ( yi ) H K )# 

条件( �)蕴含集

  H
y

i
I X

i ,0

( cintF- 1
i ( yi ) )

c
= H

y I X
i ,0

( cint[ ( P
- 1
i ( y ) G Wi ) H S

- 1
i ( y i ) ] )

c

是空的或紧的# 系 212的条件(�)和(�)被满足,由系212存在 x̂ I X使得对每一i I I ,有 x̂ i I

G_co( F i ( x̂ ) ) 如果对某 i I I , x̂ I Vi , 由 Fi的定义我们有x̂ i I G_co( F i ( x̂ ) ) = G_co( P i ( x̂ ) H

S i ( x̂ ) ) < G_co( P i ( x̂ ) ) , 这与条件 ( �) 矛盾 # 因此必有对一切 i I I , x̂ I W i 和 x̂ i I

G_co( S i ( x̂ ) )# 由条件( �) 和 Wi的定义,我们得到

  x̂ i I Ti ( x̂ )

和    Si ( x̂ ) H P i ( x̂ ) = ª  ( P i I I ) ,

即 x̂ 是E的一平衡点# 

注 314 定理 314 在更弱的假设下推广了 Tarafdar [ 1]的定理 311, Tarafder [ 5]的定理 411, Singh, Tarafdar 和

Wasfon [ 4]的定理 311 和Ansari和Yao[ 3]的定理 2到 G_空间# 

定理 315 令 ( ( X i , #i ) , P i ) i I I 是一定性对策使得对每一 i I I ,

(�) ( X i , #i ) 是一 G_凸空间,

(�) 对 X 的每一非空紧子集K , K = G
y I X

i

( cint( P
- 1
i ( yi ) G Wi ) H K ) ,

( �) 对每一 x I X , x i /I G_co( P i ( x ) ) ,

( �) 存在 X i的非空子集X i, 0使得对每一 N i I F ( X i ) ,存在 X i 的一紧G_凸子集LN
i
包含

( X i , 0 G N i ) 且集 H
y

i
I X

i ,0

( cint( P
- 1
i ( y i ) G Wi ) )

c 是空的或紧的# 

则存在 x̂ I X 使得对每一 i I I , P i ( x̂ ) = ª, 即 x̂ 是定性对策E的一极大元# 

证明  对每一 i I I ,令 S i ( x ) = T i ( x ) = X i , 则抽象经济 E = ( ( X i , # i ) , Si , T i , P i ) i I I满

足定理314的一切条件,定理 315的结论从定理 314推得# 

注 315 定理 315 在更弱的假设下推广了 Singh, Tarafdar 和Waston [ 4]的定理 312, Tarafdar [ 1]的定理 312 和系

312 从拓扑矢量空间到 G_ 凸空间# 
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Abst ra ct : By applying the technique of continuous partition o f unity and Tychonoff. s fixed po int the-

o rem, some new collectively fix ed point the orems for a family of set_valued mappings defined on the

product space o f noncompact G_ convex s pace s are pr oved. As applications , s ome nonempty inters ec-

tion the orems of Ky Fan ty pe for a family o f s ubs ets of the pr oduct s pace of G_ convex spaces ar e

pro ved; An ex istence the orem of solutions for a sy stem o f nonlinear inequlitie s is given in G_ convex

spaces and some equilibrium existence theor ems of ab stract economie s are also ob tained in G_ convex

spaces . Our theorems impro ve, unify and generaliz d many important known results in the r ecent liter-

atur e.

K ey wo rds : colle ctiv ely fixed point; nonemp ty inter se ction the orem; s ystem of inequality; abs tr act e-

conomy ; gerenaliz ed convex space
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