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摘要
: Jac ob i椭圆函数展开法被推广并用于求解另一种形式的 Kd V 方程的新的精确解

,

所求解

的这类 Kd V 方程包括一种典型 的变系数的 Kd V 方程和具有强迫项 (随机项)的 Kd V 方程
.

用这种

方法得到的新的类周期解在极限条件下可以退化为 类孤立波解或类冲击波解
.
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引 言

变系数的 Kd V 方程

u : + a (: ) u‘ +
尹(

t )u ~ = o
,

首先在文献【l] 中提出
,

这里 a( t) 和 爪
, )

式 的变系数的 Kdy 方程川

(l)

为任意的解析函数
.

它也可以写成具有更 为普遍形

u : + 2月(r )
u +

[
a (r) +

月(r )x
]

u 二 一 3 e了(r )u u 二 + 了(t )u ~ 二 0
.

(2 )

方程 (2) 可 以简化成具有更为明了的物理意义 的经典方程
,

例如
,

在等离子体物理和其它学科

中广为应用的柱 Kdy 方程 {3l

U : +

六
· + 6 U ·二 +

一
: = o

·

(3 )

对于常系数的非线性方程
,

目前已经有众多方法被提 出来进行求解〔
4 一 ‘9〕

,

也得到了很多

精确的孤立波解或周期解
.

但是
,

我们知道常系数的非线性演化方程只是在很多假设条件满

足下得到的一种理想形式
,

更为常见的非线性演化方程的系数是随时间或空间变化的
.

因此
,

越来越多的研究赶
2”一

26] 集中于变系数的非线性演化方程
,

包括其对称性和可积性的研究
.

由

于变系数非线性演化方程的复杂性
,

更多的研究是数值求解
.

在本文中
,

扩展的 Ja cob
i椭圆函数展开法 〔’9〕被提出并应用 于变系数的 Kd y 方程的类周期

解以及类孤立波解或冲击波解的求解
.
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、.、尹,产
,

、.了

4‘J6
才

哎
、J了.、
几

了f、

1 扩展的 Jac ob i椭圆函数展开法

考虑下面普遍形式的变系数的非线性方程

!v (u , u ‘ , u 二 , u ‘: , u xx
,

⋯ ) = 0
,

我们寻找它的普遍形式的行波解

u 二 u (言)
,

宁 二 f(t)二 + g (t )
,

其中 f( t) 和 g (t) 是待定的随时间 t 变化的函数
.

假设 u( 村 具有下列形式的展开解

二 (‘) =

艺 aj ( , )s nle
·

J 二 0

这样我们可以选择适 当的
n
使得方程 (4 )的最高阶的导数项和最高幂 次的非线性项部分平

衡
,

从而得到方程的最终展开形式 (仅有相应的系数需要进一步确定 )
.

当 m ~ 1 时
, s n 夸~ tan h右

,

这样
,

方程 (6) 退化为

u (宁)

注意到
c矛言

二

艺 a, (‘) , a n

h]$
·

(7 )

= 1 一 s矛宁 (8 )

和当 m ~ 1 时
, 。n 宁~

sec h宁
,

我们可以得到类椭圆余弦波解和相应的类孤立波解
.

在下面的小节里
,

我们就应用 (5) 和 (6) 求解具有另种形式的 Kd y 方程
.

2 另一种形式的 K d V 的求解

2
.

1 一类普遍形式的 Kd V 方程的解

这里考虑的这种普遍形式的 Kd V 方程为

· : 十

一
, · 。·yyy ·

齐
二 0

,

其中
a 和 b 为常数

.

很 明显
,

这是一种普遍形式的 K d y 方程
.

当 占 =

常见的常系数的 K d y 方程
,

即

“ + a , v , + b。脚 = 0
.

而当 占 二 1 时
,

方程(9) 则是球 Kd V 方程
,

即

(9 )

O 时
,

方程 (9) 就是我们

、
月了

、
J

0,
1心.二J.几Zt、Z‘、

、

· , + a 娜, + 。·yyy +

争
二 0

·

当 a 二 1 / 2 时
,

方程 (9) 就是我们前面提到的柱 Kd V 方程
,

即

? ‘ 十 a二
, + 如yyy +

六一
。

(12 )

可以通过坐标变换化为具有(3) 形式的柱方程
.

为了求解方程 (9 )
,

我们首先引人因变量变换
、.J尹
�

、.2
内j4

J.几J.几Z‘、/‘、
几

u 二 t占‘
.

这样
,

方程 (9) 可以改写为

u ‘ + a t
一 占u u , + b u脚 二 0

.

我们再 引人下列形式的自变量变换
x 二 t

一

夕Zy
.

( 15 )
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方 (14) 转化为

u ‘ + a r 一 3 古左 u u 二 + b t
一 3占/2 u ~ 二 0

.

(16 )

如果把方程的系数分别取为
a t

一 , J / 2 = a (t )
,

吞t
一 , 占/ 2 =

月(t)
.

(17 )

这样
,

方程 (16 )和方程 (l) 具有相 同的形式
,

从而
,

对方程 (9) 的求解就转化为求解方程 (l)
.

把 (5) 和(6) 代人到(l) 并使得最高阶导数项和最高幂次的非线性项部分平衡
,

则可以得到

下面形式的展开解

u == a 。(r )
+ a , (t )s n 奋+ a Z (r )

snZ 奋
.

(15 )

注意到
u : == a

乙
+ a

;
s n 右+ a

玉
snZ 泞+ (a l + Z a Z s n 宁)(f

‘二 + g ,

)e n 右an 右
,

(19 )

u 二 = f(a l + Z a Z s n 奋)e n 奋d n 穿
,

(2 0 )

u u 二 =
f〔

a 。a ; + (a

卜 Z a 。a Z)s n 右+ 3 a l a Z s n Z右 + Z a

圣
s n 3右〕

e n 泞d n泞
,

(2 1)

u 。 二 f Z
[2

。 : 一 (1 + m Z) a ls n 奋一 4 (l + m Z ) a Z snZ 子 +

Z m Z a ; sn3 夸 + 6 m Z a Z sn4 泞〕
,

(2 2 )

u 。
二 = f ’

〔
一 (l + m Z )a ; 一 8 (l + m Z

)
a Z s n 右+

6 m Z a l snZ 言 + 2 4 m 2 a 2 sn3 右〕
e n 登d n 右

,

(2 3 )

其中 m (O < m < l) 是椭圆函数的模数
.

把 (19 )
、

(2 1 )和 (2 3)代人到方程 (l)可以得到
a

乙
+ 。

,l
s n 宁 + a

玉
snZ 奋 + a l

[f
’x + g

‘ +

afG
。 -

(l + m Z )牙
3a 2
〕

c n 宁d n 右 +
[ 2

a 2 (f
’x + g

‘

) + of (a

卜 Z a 。a Z ) -

s(1 + m Z)廖
”a Z

3
s n 泞e n 右d n 奋 + 3 a ,

f[
a a : + 2 m 2

牙
2
]
snZ 登e n 右d n 右+

Z a

抓
a a : + z Z m Z

廖
2
]
s n , 宁e n 泞d n 泞 = 0

.

(2 4 )

令各幂次的椭圆函数的系数为零
,

得到下列关于展开系数和方程系数关系的代数方程组

a

6(‘)
= a

; (‘)
= a

玉(t) = o
,

(2 5 )

a l
[f

‘x + g
‘ +

afa
。 一 (l + m Z

)旷
a Z
〕

= o
,

(2 6 )

2 a 2(f
’x + g

,

) +
of (a

卜 Z a o a Z
)
一 s(一+ m Z

)牙
3a : == o

,

(2 7 )

a I
f〔

a a : + 2 m Z
牙

2
〕

= o
,

(2 5)

a Zf [
a a : + 12 m 2

廖
2
〕

= 0
.

(2 9 )

从中我们可以得到关于方程系数解析求解 的限制条件

、、,产
‘

、,了

01
1八J内浦�

矛‘. 、了.、

嘿
= , ( , = e o n 。‘

·

, ”)

口 、不 j

和移动坐标系的解析表达式

, ( : )
二 *

,

g ( , )
= 一 *·

丁
‘·
(
·
)d

·
“

二 。。一 t
, · 二 。。一 , ,

以及方程展开解的系数
a 。 = 。 + 4 ( I + m Z ) yk

Z , 。 , 二 o
, 。 : 二 一 zZ m Z林 2

.

(3 2 )

很明显
,

限制条件 (3 0) 要求方程的变系数是线性相关的
,

这与文献 [26 〕给出的结果一致
.

从

表达式 ( 17 )很容易看 出这一条件是满足的
,

并且 y 二 b / a
.
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这样我们得到的方程的解析解为

。 二 C + 4 (l + m Z ) 7无2 一 12 m Z yk Zs n Z宁二

。 + 4 (l 一 2 m 2 ) )无2 + 12 m Z yk Z enZ 子
.

(3 3 )

这是方程 (l) 的类椭圆余弦波解
,

其 中 右 二

当 m ~ l 时
,

(33 )退化为

u = 。 + syk
Z 一 12 yk

Z ta n hZ宁 = 。

小 一丁
‘·(·)d ·

]
·

一 4 下无2 + zZyk
Z s e ehZ 右

.

(3 4 )

这是方程(l) 的类孤立子解
.

因此
,

方程 (9) 的类椭圆余弦波解可以写作

、

、户
、

,
‘

气以6,J,,�
‘产.、

J

矛.、

。 = t
一占

[
。 + 4 ( l + m Z ) yk

Z

一 Z m Z
yk

Z s n Z右」
=

r
一 J
〔
。 + 4 ( l 一 2 m 2 ) yk

Z + 12 m Z yk Z e n Z泞J
.

对应的类孤立子解为

。 = :
一 占
〔
。 + syk Z 一 12 y秃Z ta n hZ奋] = r

一古
[

c 一 4 yk
Z + 12 yk Z s e e hZ 右」

其中

‘ 二 k,
一‘/ ’

(
少 _ 一卫些一

, 卜。

2 一 3 占
- (3 7 )

下面
,

我们考虑三种特殊情形的解
:

情况 A : 占 = 0 时
,

得到的是常系数的 Kd V 方程
,

其椭圆余弦波解为

U = C

、.了
、、Z J

00
9

内j凡、�
了刃.、Z‘、
、

+ 4 ( l + m Z )林 2 一 12 m 2 7 k Z s n Z右 =

+ 4 ( l 一 2 m 2 ) yk
Z + 12 m Z yk Z e n Z右

,

对应的孤立子解为
, = 。 + syk Z 一 12 yk

Z ta n hZ右 二 。 一 4 yk Z + 12 yk Zs e e hZ誉
,

其中

奋 二 k ( J 一 a e t ) (40 )

波动的速度为

情况 B : 占 l 时
,

得到的是球 K d V 方程
,

其类椭圆余弦波解为一一一

价匀

r
一’
〔
。

+ 4 ( l + m Z ) yk Z 一 12 m Z yk Z snZ 奋」
=

+ 4 ( l 一 2 m 2 ) yk
Z + 12 m Z球 Z e n Z右了

,

(4 1)

对应的类孤立子解为
。 = r

一’
〔
。 + 8 7 k 2 一 12 7 k Z ta n hZ誉」

=

、、了r、.产,‘内」44
了r、、了‘、t

一 ’
[

c 一 4 yk
Z + 12殊 Z s e e hZ宁

其中

右

情况 C :

= 左r
一 ‘/ 2 ( 了 + Z a e

)

占 = 1/ 2 时
,

得到的是柱 Kd y 方程
,

其类椭圆余弦波解为
。 = r

一 , 左 [
。 + 4 ( l + m Z ) yk

Z 一 12 m Z
yk

Z s n Z右」
=

t
一 ’/ 2

[
c + 4 ( l 一 2 m 2 ) yk

Z + 12 m Z y kZ e n Z言]
,

对应的类孤立子解为

(44 )

。 = t 一 , 几 [
。 + syk

Z 一 1 2 yk
Zt a n hZ 右〕

二

t 一 ’/ 2 [
。 一 4 yk Z + 12 7 无Zs e e hZ右 (4 5 )
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其中

右 二 无:
一 ’/4 (了 一 4 a e r’/2 )

.

(4 6 )

2
.

2 具有强迫项的 Kd V 方程的解

具有强迫项的 K dV 方程的形式为

。: + a二
二 +
伽~ == F (r )

,

(4 7 )

在这里 F (约 是随时间 : 变化的外强迫 ; 。 和月是常数
.

首先
,

对因变量
。
作变换

、,了、、J产00
944

J了.、
几

了.、
· = U + : (, )

,

: (, ) 二

丁
‘; (· )d二

从而得到下面形式的方程

u : + a
[尸(‘) + u

」
u 二 +

伽~ = 0
.

很容易得到方程 (4 9) 具有 (18 )的形式解
.

把 (18) 代人方程 (19 )则可以得到

a

6
+ a

;
s n 宁 + a

玉
snZ 泞+ a Z

〔f
‘x + g

, +

afa
。 +

+ m Z
)旷 ]

e n 右d n 夸+
[2

a 2(f
‘: + g

,

) +

叨飞
; 一

of (a

卜 Z a 。a Z
)

+

肠
: 一 s(l + m Z )可

’a Z
〕
s n 宁e n 右d n 宁 + 3 。 If〔

a a : +

. .且a
‘了、,‘

、.了、.产

0
心.1一、曰气一

‘、了
目

了.、2 m 2
廖

2
]

s n Z誉e n 言an 右+ Z a Zf (。a : + 12 m Z
牙

2)。n3 泞e n 宁d n 誉 = 0
.

从中可以确定

f = *
,

g = 一 *·, 一 、

丁
‘: (· )d ·

及其

、、户少、.产‘

、
了

,‘八j4‘J‘J亡1�
了.、

‘
、了.、

口 0 =
二 + 4 (一 + m , ) 、,

卫
,

a l 二 0
, a Z

= 一 12 m Z左2
卫

其中 k 和 c 是常数
.

因此
,

具有强迫项的 Kd V 方程的解为

。 = 三 一 4 (Z m , 一 l) 、,
卫

a

对应的类孤立子解是

·

丁
‘F ‘·’‘r ‘ 一2 m 2 * 2

卫
。矛。

,

r
‘了
、

F

奋吕‘

l
�

+

。 二 二 一 4护 卫 d : + 12 、,
卫

。e e h, 。
,

其中

。 =

小 一卜
·

丁
‘

丁
r

; ( , ) d , d
小

3 总 结

在本文中
,

通过扩展的 Jac ob i 椭圆函数展开法
,

求得一类具有普遍形式的变系数的 K dV

方程和具有强迫项的 Kd y 方程的精确类周期解和类孤立子解
.

从求解过程来看
,

这种方法也

可以应用到其它变系数的非线性演化方程的求解
,

如变系数的 KP ( Ka dolnt
s ev

一

Pe tvi 汕vil i) 方程

和其它形式的方程或方程组
.
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