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摘要 : � 根据 Floquet理论定义了非线性非自治系统周期解的稳定度�� 从动力系统流的概念出发,

给出利用非线性非自治系统稳态周期解受扰后的瞬态响应, 计算周期解稳定度的数值计算方法��

以稳定度等于零为临界判据,分析计算了滑动轴承平衡和不平衡刚性转子系统的稳定吸引域�� 研

究发现,平衡转子随着转速的升高稳定域减小; 不平衡转子随着不平衡量的增大稳定域减小; 且工

频周期解的稳定域比同样系统条件下平衡点的稳定域小��
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引 � � 言

在解决大型旋转机械动力学失稳的控制问题时, 不仅要知道系统的平衡状态是否是渐近

稳定的,而且要搞清渐近稳定性区域究竟有多大�� 只有当初始条件在这个区域中,才能保证由

此初始条件所确定的解, 当 t � � 时,趋于这个平衡状态�� 对于线性系统,若已确定解在李雅

普诺夫意义下是稳定的, 则必是全局渐近稳定的�� 而对于非线性系统,则还要涉及吸引域(即

稳定域)的求取问题�� 为此, Roberto Genesio[ 1]在详细综述已有的求取非线性自治动力系统渐

近稳定性区域的各种方法基础上, 提出用轨道反转方法来确定吸引域的范围�� 该方法适用于

高维系统,但在具体操作上却有一定的难度, 特别是它仅适用于自治系统�� 张卫[ 2]在研究滑动

轴承转子系统稳定裕度时,傅予力[ 3]在进行汽轮发电机组轴系扭振平衡位置分析与稳定域估

计时都采用了李雅普诺夫方法,但也仅研究了自治系统�� 众所周知, 实际的滑动轴承不平衡转

子系统是一个强非线性非自治系统,作者也曾尝试采用李雅普诺夫方法来直接估计该系统的

稳定域,但遇到了很大的困难, 甚至不能给出一个李雅普诺夫函数�� 由此看来,期望用完全解

析的方法去解决上述复杂动力学问题几乎是天方夜谈�� 而在计算机技术迅速发展的今天,依

靠数值算法来解决此问题不失为一个有效的手段�� 本文给出了一种计算周期解稳定度的数值
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计算方法,以稳定度等于零为临界判据,分析计算了滑动轴承平衡和不平衡刚性转子系统的稳

定吸引域,得到了一些新的结果��

1 � 稳定域的数值计算方法

1�1 � 周期解稳定度的定义
已知非线性非自治动力系统

� � �x = f ( t , x) � � t , x � R � R
n
, ( 1)

式中 f ( t , x) 为 t的以T 为周期的周期函数, 同时为 x的非线性解析函数�� 系统( 1) 的稳态周

期解 x
*

( t ) 为以 T 为周期的周期函数�� 对 x
*

( t ) 施加一小扰动 �x( t ) 代入原方程, 取一次

近似得到其扰动方程为:

� � ��x( t ) = A( t ) �x ( t ) , ( 2)

其中 A( t ) = A( t + T ) n� n�� 系统( 1) 稳态周期解 x
*

( t ) 的稳定度定义为

� � � = -
1
T

ln( max | �i | ) , ( 3)

其中 �i为特征矩阵的特征值,特征矩阵 � ( T) 由初值问题

� � �� ( t ) = A( t ) � ( t ) , � ( 0) = E ( 4)

解出�� 稳定度是定常周期运动受扰后回到原周期运动的快慢程度的衡量指标�� � > 0, 系统

稳定; � = 0,临界状态; � < 0, 系统失稳�� 而实际中系统( 1) 的解析解很难求出,下面给出不

需求解析解,直接利用瞬态响应信息求周期运动稳定度的数值计算方法��

1�2 � 周期解稳定度的数值计算方法
周期系统( 2)的解的稳定性研究是根据它的解的性质:若记映射 g t

: R
n � R

n为方程( 2) 在

初始条件 �( 0) = �x 下的解 �在 t 时刻所取的值 g
t
�x = �( t ) 或 g

t
�( 0) = �( t ) , 则我们有

g nT+ S
= gS � ( gT

)
n
, S < T��

对于线性周期系统,映射 g
t
是线性的,即 g

t
�x = � ( t ) �( 0) ,或g

t+ T
�x = � ( T ) � �( t ) ,由

此可以得到如下等式:

� �

�x ( t0 + T ) = � ( T) �x( t 0) ,

�x ( t0 + 2T ) = � ( T) �x( t 0 + T ) ,

� � ��

�x ( t0 + ( n + 1) T) = � ( T ) �x( t 0 + nT )��

( 5)

合并式( 5) , 得到

� � [ �x ( t0 + T ) � �x( t 0 + 2T ) � �� �x( t 0 + nT) ] =

� � � � � � [ � ( T) ] � [ �x( t 0) � �x( t 0 + T ) � � � �x ( t0 + ( n - 1) T) ]�� ( 6)

由上式得到特征矩阵为

� � � ( T ) = [ �x( t 0 + T) � �x( t 0 + 2T) � � � �x( t 0 + nT ) ] �

� � � � � � [ �x( t 0) � �x ( t0 + T ) � �� �x( t 0 + ( n - 1) T) ]
- 1�� ( 7)

利用式( 7)计算特征矩阵需要已知 �x( t ) 的信息, 而在工程实际中观测到的为 x( t ) 的信

息�� 如何用 x( t ) 来表达 �x( t ) 是首先要解决的问题�� 利用 x
*

( t ) 的周期性,知如下等式成

立:
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� �

x( t 0) = x
*

( t 0) + �x( t 0) ,

x( t 0 + T) = x
*

( t 0) + �x( t 0 + T) ,

� � � ��

x( t 0 + ( n + 1) T ) = x
*

( t 0) + �x( t 0 + ( n + 1) T) ,

( 8)

式( 8)中相邻的等式两两相减得到

� � H( k) = �x( t 0 + ( k + 1) T ) - �x( t 0 + kT) =

� � � � � � x( t 0 + ( k + 1) T) - x( t 0 + kT) � � ( k = 0, 1, �, n)�� ( 9)

式( 5)中相邻的等式两两相减,并把上式代入, 则有

� � H( j ) = � ( T ) H( j - 1) � � ( j = 1, 2, �, n)�� ( 10)

式( 10)写成矩阵形式为

� � � ( T ) = [ H( 1) � H( 2) � �� H( n) ] �

� � � � � � [ H( 0) � H( 1) � �� H( n - 1) ]
- 1�� ( 11)

利用式( 9)可由瞬态响应计算出 H( k ) ( k = 0, 1, 2, �, n ) ,并由式( 11) 计算特征矩阵 � ( T) 及

其特征值,代入式( 3) 即可得到稳定度值��

由于系统的非线性性质, 在一定的时间段内不同的初始采样时刻 t0 会使得计算出的稳定

度不同,特别是在大扰动、强非线性时这种情况更严重�� 为了去掉实际扰动信号中非线性因

素的影响, 需要在一定时间段内连续选取不同的初始采样时刻 t 0 计算出对应的稳定度值, 然

后从线性段内筛选出对应周期解的稳定度值��

1�3 � 稳定域求解步骤
( a) 积分某初始条件下的瞬态响应信息��

( b) 利用上述方法计算该初始条件下达到稳定时周期解的稳定度��

( c) 重复( a)、( b)找到在某方向上稳定度等于零时的初始值,即为该工作状态下, 在该方

向上系统稳定域的边界�� 不同方向上稳定域的边界就构成了系统的稳定域��

( d) 根据稳定度等于零时对应的 Floquet乘数的特点来确定边界上的分岔性质��

2 � 算 � � 例

如图 1所示为支承在两个相同滑动轴承上以角速度 � 旋转的质量为M 的不平衡滑动轴

承转子系统�� 其中 O 为轴承的几何中心, O1为转子的几何中心, OC为转子的质心�� 由转子

几何中心 O1 表示的动力学方程为:

M�X = FX + Me�2sin( �t ) ,

M�Y = Mg + FY + Me�2sin( �t ) ,
( 12)

其中 e 为转子的质量偏心距, FX、FY 为短轴承假设的油膜力
[ 4]�� 引入无量纲变换

x =
X
C

, y =
Y
C

, � = �t ,

其中 C 为轴承半径间隙�� 无量纲化后的动力学方程为:

m�x = f x + �sin�,

m�y = mG + f y + �cos�,
( 13)

其中 �为无量纲不平衡量, G 为无量纲重力加速度, f x、f y 为无量纲油膜力��

2�1 � 滑动轴承刚性平衡转子稳定域
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图 1 � 刚性转子模型图

此时式( 13)中 �= 0�� 图2给出了3种转速情况下刚性

平衡转子系统的初始稳定吸引域(计算时初始速度均取为

零)�� 由图可见,随着转速的增大,吸引域变小; 转速超过临

界失稳转速后, 吸引域不再存在,即此时任何初始条件都不

可能使平衡转子稳定在其静平衡点上��

图3分别给出了以图 2( a)中 A、B 点为初始条件时的

轴心轨迹�� 由图可见, 当初始条件位于稳定的吸引域之内

时, 经过瞬态过程, 系统会稳定在静平衡点上; 当初始条

件位于稳定吸引域之外时, 转子中心的运动轨迹不能回到

平衡点, 稳态运动会成为周期运动或直接发散失稳��

2�2 � 滑动轴承刚性不平衡转子稳定域
此时式( 13)中 � � 0�� 图4分别给出了在 n = 4 000 r/ min, �= 0�05和 �= 0�1时的工频

周期解的稳定吸引域��

� ( a) � � � � � � � � � � � � � ( b) � � � � � � � � � � � � � � ( c)

图 2 � 滑动轴承刚性平衡转子吸引域 ( n � 转速 r/ min)

� ( a) 以图 2( a)中 A 点为初始条件 � � � � � ( b) 以图 2( a)中 B 点为初始条件

图 3� 不同初始位置时的轴心轨迹

图 4与图 2( b)比较可见,同样系统参数下不平衡量的存在使得工频周期解的稳定吸引域

范围比平衡点的吸引域小,且随着 �的增大,吸引域减小, 当 �大到一定的程度时,则不再存在

工频周期解的稳定域�� 对应图2( b) 的系统参数,当 �� 0�15时,不再存在工频周期解的稳定

域��

图5给出了以图 4( b)中 C、E 点为初始条件时的轴心轨迹和频谱分析�� 由图可见, 初始

位置位于稳定吸引域内(如 C 点) 时,稳态运动为工频周期运动�� 初始位置位于吸引域外,且
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� ( a) �= 0�05 � � � � � � � � � � � � � ( b) �= 0�1
图 4� 滑动轴承刚性不平衡转子的稳定域( n = 4 000 r/ min)

邻近吸引域时, 当失稳临界为倍周期分岔时, 稳态运动为倍周期运动; 当失稳临界为Hopf分岔

时,稳态运动为概周期运动�� 当初始位置远离吸引域时,转子系统以倍周期运动形式(如初始

位置为 E 点) 或概周期运动形式发散, 具体情况视临界分岔形式而定��

( a) 以图 4( b)中 C 点为初始条件

( b) 以图 4( b)中 E 点为初始条件

图 5� 不同初始条件时的轴心轨迹和频谱图

3 � 结 � � 论

由上述分析可以得出以下结论:
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1) 本文给出的利用瞬态响应计算周期解稳定度的方法估算系统的稳定域是有效的�� 该

方法避免了求解析解的困难, 可以很方便地推广到高维系统��

2) 在同样系统参数情况下,对于平衡转子而言, 随着转速的升高,吸引域减小, 转速超过

失稳转速(分岔点对应的转速)后, 不再有平衡点吸引域��

3) 在同样转速与系统参数情况下, 不平衡量的存在使得工频周期解的稳定域比平衡点的

稳定域小�� 且随着不平衡量增大, 吸引域减小;当不平衡量超过某一限值不再有工频周期解吸

引域��
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A Numerical Method on Estimation of Stable Regions

of Rotor Systems Supported on

Lubricated Bearings

ZHENG Hui_ping, � CHEN Yu_shu

( School of Mechanical En gin eer in g , Tian jin Un iver sity , T ianjin 300072, P R Chin a )

Abstract: The stability degree of periodic solution of nonlinear nonautonomous systemwas defined by

means of the Floquet theory. A method evaluating the stability degree of periodic solution based on

transient response was presented by the aid of the concept of dynamic systems or flows. The critical

value of a systemwas determined by the condition i. e. its stability degree equals zero. Stable regions

of rotor systems with balanced and unbalanced disk supported on lubricated bearings were calculated.

The study shows that stable region decreases with the increase of speed for a balanced rotor system

and decreases with the increase of unbalance for an unbalanced rotor system . Stable regions of per-i

odic solutions are less than that of equilibrium points under the same systematic conditions.

Key words: nonlinear rotor system; stability degree; bifurcation; stable region
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