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摘要: � 对凸度量空间中非线性拟压缩映象具误差的 Ishikawa型迭代序列的收敛性问题证明了几

个新的收敛性定理,结果不仅改进和推广了 L. B. Cir ic,Q .H. Liu, H. E. Rhoades, H. K. Xu 等人的相应

结果 ,而且对 Rhoades_Naimplally_Singh所提出的公开问题, 在凸度量空间的框架下给出了肯定的答

复��
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1 �引论和预备知识

近年来关于由下式定义的 Ishikawa迭代序列 x n :

� �

x0 � C,

xn+ 1 = ( 1- �n) x n + �nTyn � ( n � 0) ,

yn = ( 1 - �n) xn + �nTxn��

( 1)

收敛于 T 的不动点或收敛于方程Tx = f 的解的问题已被许多人讨论过(见,例如[ 1 ~ 6] ) ,其

中 C 是 Banach空间 E 中的非空闭凸子集, T : C � C 是一非线性的伪压缩映象或增生映象,

�n , �n 是[ 0, 1] 中的二数列��

另一方面, 1974年, Ciric[ 2]证明了下面的定理:

定理[ 2] �设 ( E, d )是一完备的度量空间, T : E � E是一拟压缩映象, 即存在常数 k � [ 0,

1) 使得

� � d( Tx , Ty ) � k max d( x , y ) , d ( x , Tx ) , d( y , Ty ) , d ( x , Ty ) , d( y , Tx ) ( 2)

对一切 x , y � E�� 则 T 在E 中有不动点,而且对任给的 x 0 � E, Picard迭代序列 T
n
x 0 收敛

于该不动点 x
* ��

1976和1983年Rhoades
[ 7]
和 Naimpally_Singh

[ 8]
提出了下面的公开问题:

公开问题( Rhoades_Naimpally_Singh [ 7, 8] ) � Ishikawa迭代序列能否推广到度量空间中的非线

性拟压缩映象?
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这一问题是在Hilbert或 Banach空间的框架下实际上已被肯定地解决(见 Liu[ 9, 10] , Xu

[ 6] )��

本文的目的是证明凸度量空间中具误差的 Ishikawa型迭代序列的某些收敛性定理��本文

的结果不仅推广和改进了[ 2, 5~ 10]中的主要结果, 而且在凸度量空间的框架下对上述公开问

题给予了肯定地回答��

为此,我们先给出某些定义和符号��

定义 1�1 �设 ( E , d ) 是一度量空间, I = [ 0, 1]�� 对任意的正整数 n � 2, 记 E
n

=

E � E � � � E
n

, I
n

= I � I � � � I
n

�� 映象 w : E
n � I

n � E 称为E 的凸结构,如果它满足下

面的条件:对任意的 u, x 1, x 2, � , xn � E 及对任意的�1, �2, � , �n � I , �
n

i= 1
�i = 1有

� �
1) w ( x 1, x2, � , x n; 0, 0, � , �i , 0, � , 0) = x i , � � i = 1, 2, � , n;

2) d ( u, w ( x 1, x 2, � , xn ; �1, �2, � , �n ) ) � �
n

i= 1
�id ( u, x i )��

( 3)

如果 ( E, d ) 是具凸结构 w 的度量空间,则( E , d ) 称为凸度量空间,并记之为( E , d , w )��

应该指出, 每一线性赋范空间都是凸度量空间的例子,但存在某些凸度量空间, 它们不能

嵌入到任一的赋范空间
[ 11]��

定义 1�2�一函数 �: [ 0, � ) � [ 0, � ) 称为满足条件( �) , 如果它是不减的, 右连续的,

�( t ) < t , � t > 0, 且 �( 0) = 0��

易于证明下面的

命题 1�1�如果函数 �: [ 0, � ) � [ 0, � ) 满足条件( �) 且 t � �( t ) , t � [ 0, � ) , 则 t =

0��

定义 1�3�设 ( E , d) 是一度量空间, T : E � E是一映象�� 如果存在满足条件( �)的函数

�: [ 0, � ) � [ 0, � ) 使得

� � d( Tx , Ty ) � �( max d( x , y ) , d ( x , Tx ) , d( y , Ty ) , d ( x , Ty ) , d( y , Tx ) )

( � x , y � E ) , � � � � ( 4)

则 T 称为一般的拟压缩映象��

当 �( t ) = kt , k � [ 0, 1) ,则( 4) 等价于( 2) ,即 T 是一拟压缩映象��

定义 1�4�设 ( E, d, w ) 是具凸结构 w : E
3 � I

3 � E 的凸度量空间,其满足条件( 3) (其中

n = 3)�� 设T: E � E是一般的拟压缩映象; �n , �n , �n , �n , �n , �n 是[ 0, 1] 中的

6个序列且 �n + �n + �n = 1, �n + �n + �n = 1, ( n = 0, 1, 2, � ) 而且�
�

n= 0
�n = �� 对任给的

x 0 � E, 定义序列 xn 如下:

� �
x n+ 1 = w ( xn , Tyn , un ; �n, �n, �n)

y n = w ( x n, Tx n, vn; �n, �n , �n)
� ( n � 0) , ( 5)

其中 un , vn 是E 中满足下述条件的二序列: 对任意的非负整数 n, m, 0 � n < m, 如果

�( A n, m) > 0,则有

� � max
n� i, j � m

d( x , y ) : x � ui , v i , y � xj , yj , Txj , Tyj , uj , vj < �( A n , m ) , ( 6)

其中

� � A n, m = xi , yi , Tx i , Tyi , u i , vi : n � i � m ,
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� � �( A n, m) = sup
x , y � A

n, m

d( x , y ) ,

则 x n 称为T 的具误差的 Ishikawa型迭代序列��

特别,如果 �n = 0, �n = 0, � n � 0,由( 3) 知 yn = x n�� 故由( 5) 有

� � x n+ 1 = w ( xn , Txn , un ; �n, �n, �n) , ( 7)

由( 7)定义的序列 xn 称为T 的具有误差的Mann型迭代序列��

应该指出,如果 E是一线性赋范空间,则E是具凸结构w ( x , y ; 1- �, �) = ( 1- �) x + �y ,

( � x , y � E, � � I ) 的凸度量空间,故 Ishikawa迭代序列( 1) 是( 5) 当 �n = 0, �n = 0, un = vn

= 0, � n � 0的特例��

2 �主 要结 果

现在我们来证明本文的主要结果��

定理 2�1�设 ( E , d, w ) 是一完备的凸度量空间, w : E
3 � I

3 � E 是E 的凸结构, T 是满足

条件( 4) 的一般的拟压缩映象, xn 是由( 5) 定义的T 的具误差的 Ishikawa型迭代序列�� 则下

列结论成立:

1) 在 E 中存在T 的唯一的不动点p ;

2) xn 在E 中收敛于p��

证�令N 为一切非负整数的集合�� 对任意的 n, m � N, 0 � n < m ,记

� � A n, m = xi , yi , Tx i , Tyi , u i , vi : n � i � m ;

� � �( A n, m) = sup
x , y � A

n, m

d( x , y )��

于是有� �( A n, m) = max D1, D2, D3, D4, D5, D6 ,

其中

� � D1 = max d( xn , Txi ) , d ( x n, Ty i ) : n � i � m ;

� � D2 = max d( Tx i , Txj ) , d ( Txi , Tyj ) , d ( Tyi , Tyj ) : n � i , j � m ;

� � D3 = max d( xi , Txj ) , d( x i , Tyj ) : n < i � m, n � j � m ;

� � D4 = max d( yi , Txj ) , d( yi , Tyj ) : n � i , j � m ;

� � D5 = max d( xi , xj ) , d( xi , yj ) , d( yi , yj ) : n � i , j � m ;

� � D6 = max d( x , y ) : x � u i , v i , y � xj , yj , Txj , Tyj , uj , vj : n � i , j � m ��

下证 � � �( A n, m) = D1�� ( 8)

为此,我们把证明分为四步��

� ) 由( 4)知

� � D2 � �( �( An, m) ) ( 9)

� ) 由( 5)和( 3)得知, 当 n < i � m, n � j � m 时有

� � d( xi , Txj ) = d( w ( xi- 1, Tyi- 1, ui- 1, �i- 1, �i- 1, �i- 1) , Txj ) �

� � � � � � �i- 1d ( x i- 1, Txj ) + �i- 1d ( Tyi- 1, Txj ) + �i- 1d ( ui- 1, Txj ) �

� � � � � � max d ( xi- 1, Txj ) , �( �( A n, m) ) , D6 ��

如果 i - 1 > n,用同样的方法可证

� � d( xi- 1, Txj ) � max d( xi- 2, Txj ) , �( �( A n, m) ) , D6 ��

用归纳法,当 n < i � m, n � j � m 时可证
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� � d( xi , Txj ) � max d ( x i- 1, Txj ) , �( �( An, m) ) , D6 �

� � � � � � max d ( xi- 2, Txj ) �( �( A n, m) ) , D6 � �

� � � � � � max d ( x n, Txj ) , �( �( A n, m) ) , D6 ��

同理可证,当 n < i � m, n � j � m 时,

� � d( xi , Tyj ) � max d ( x n, Tyj ) , �( �( An, m) ) , D6 ��

于是得知

� � D3 = max d( xi , Txj ) , d( x i , Tyj ) : n < i � m, n � j � m �

� � � � � � max d ( x n, Txj ) , d ( x n, Tyj ) , �( �( A n, m) ) , D6: n � j � m =

� � � � � � max D1, �( �( An, m) ) , D6 �� ( 10)

� ) 当 n � i , j � m 时,由( 9)、( 10) 有

� � d( yi , Txj ) = d( w ( xi , Txi , vi , �i , �i , �i ) , Txj ) �

� � � � � � �id ( x i , Txj ) + �id ( Txi , Txj ) + �id ( v i , Txj ) �

� � � � � � max d ( xi , Txj ) , �( �( A n, m) ) , D6 �

� � � � � � max D1, �( �( An, m) ) , D6 ��

同理可证

� � d( yi , Tyj ) � max D1, �( �( A n, m) ) , D6 ��

于是有

� � D4 = max d( yi , Txj ) , d( yi , Tyj ) ; n � i , j � m �

max D1, �( �( Am , m) ) , D6 �� ( 11)

� ) 因 D5 = max d( xi , xj ) , d( xi , yj ) , d( yi , yj ) : n � i , j � m ��

a) 我们先对 max d ( x i , xj ) : n � i , j � m 作估计, 记

� � A 1 = max d( xi , xj ) : n � i , j � m ��

则存在 k , l : n � k < l � m 使得A 1 = d ( x k , x l ) ,而且

� � d( xk , xl- 1) < d( xk , xl ) = A 1�� ( 12)

于是有

� � A 1 = d ( x k , x l ) = d ( x k , w ( xl- 1, Tyl- 1, u l- 1; �l- 1, �l- 1, �l- 1) ) �

� � � � � � �l- 1d ( x k , x l- 1) + �l- 1d( xk , Tyl- 1) + �l- 1d ( xk , ul- 1) �

� � � � � � �l- 1d ( x k , x l- 1) + �l- 1D1 + �l- 1D6�� ( 13)

如果 �l- 1 = 0,由( 13) 有 A 1 � max D1, D6 ;

如果 �l- 1 � 0,则由( 12) 和( 13) 有

� � A 1 < �l- 1 d( xk , xl ) + �l- 1D1 + �l- 1D6 �

� � � � � � max A 1, D1, D6 = max D1, D6 �� ( 14)

b) 现对 max d ( xi , yj ) : n � i , j � m 进行估计, 记

� � A 2 = max d( xi , yj ) : n � i , j � m ��

因 yj = w ( x i , Txj , vj , �j , �j , �j )�� 于是由( 14) 和( 10) 有

� � A 2 = max d( xi , w ( xj , Txj , vj , �j , �j , �j ) : n � i , j � m �

� � � � � � max �jd ( x i , xj ) + �jd( xi , Txj ) + �jd( xi , vj ) : n � i , j � m �

� � � � � � max D1, D6, �( �( A n, m) �� ( 15)
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c) 最后估计: max d( yi , yj ) : n � i , j � m �� 记

� � A 3 = max d( yi , yj ) : n � i , j � m ��

由( 15)和( 11)有

� � A 3 = max d( yi , w ( xj , Txj , vj , �j , �j , �j ) ) : n � i , j � m �

� � � � � � max �jd ( y i , xj ) + �jd( yi , Txj ) + �jd( yi , vj ) : n � i , j � m �

� � � � � � max d ( yi , xj ) , d ( yi , Txj ) , d( yi , vj ) : n � i , j � m �

� � � � � � max D1, �( �( An, m) ) , D6 �� ( 16)

由( 14)、( 15)和( 16)得

� � D5 = max d( xi , xj ) , d( xi , yj ) , d( yi , yj ) : n � i , j � m �

max D1, �( �( A n, m) ) , D6 �� ( 17)

结合( 9)、( 10)、( 11)及( 17)有

� � �( A n, m) = max D1, D2, D3, D4, D5, D6 � max D1, �( �( A n, m) ) , D6 �� ( 18)

如果 D1 < �( �( A n, m) ) 且 D1 < D6,因而 �( A n, m) > 0�� 因 �满足条件(�) ,并引用( 6) 得

� � D1 < �( �( An, m) ) < �( A n, m) ,

而且 � � D1 < D6 < �( A n, m)��

于是由( 18)有

� � �( A n, m) < D( A n, m) ,

矛盾# 由此矛盾知 D1 \ 5 ( D( A n, m) ) ,且 D1 \ D6# 由( 18) 有 D( An, m) [ D1# 可是,显然 D1

[ D( A n, m)# 于是有 D( A n, m) = D1# 结论( 8) 得证# 

在( 8)中取 n = 0,有

  D( A 0, m) = max d ( x 0, Txj ) , d( x 0, Tyj ) : 0 [ j [ m [

d( x0, Tx 0) + max d ( Tx 0, Txj ) , d( Tx 0, Tyj ) : 0 [ j [ m [

d( x0, Tx 0) + 5( D( A 0, m) )# 

从而有 D( A 0, m) [ ( I - 5 )
- 1

( d ( x 0, Tx 0) )   ( P m \ 0) # ( 19)

上式表明序列 D( A 0, m) 是有界的# 

另一方面, 对任意的正整数 n, m : 1 [ n < m, 则( 8) 有

  D( A n, m) = max d ( x n, Txj ) , d ( x n, Tyj ) : n [ j [ m [

      max
n [ j [ m

d( w ( x n- 1, Tyn- 1, un- 1, An- 1, Bn- 1, Cn- 1) , Txj ) ,

  d ( w ( xn- 1, Ty n- 1, un- 1, An- 1, Bn- 1, Cn- 1) , Tyj

[

      max
n [ j [ m

An- 1 d( x n- 1, Txj ) + Bn- 1d ( Tyn- 1, Txj ) + Cn- 1d ( un- 1, Txj ) ,

  An- 1d ( x n- 1, Tyj ) + Bn- 1 d( Ty n- 1, Tyj ) + Cn- 1 d( un- 1, Tyj )
[

      An- 1 D ( A n- 1, m) + Bn- 1 5 ( D( A n- 1, m) ) + Cn- 1 D( An- 1, m) =

      ( 1- Bn- 1) D( A n- 1, m) + Bn- 1 5 ( D( A n- 1, m) =

      ( I - Bn- 1( I - 5) ) ( D( A n- 1, m) )# 

由归纳法,并引用( 19)可以证明

  D( A n, m) [ F

n- 1

j= 0
( ( I - Bj ( I - 5 ) ) D( Aj , m ) ) [

      F

n- 1

j= 0

( I - Bj ( I - 5 ) ) ( D( A 0, m) ) [
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n- 1

j= 0

( I - Bj ( I - 5 ) ) ( t 0) ,

其中 t 0 = ( I - 5 )
- 1

( d ( x 0, Tx 0) )# 

因函数 5: [ 0, ] ) y [ 0, ] ) 满足条件( 5 ) ,故对任一 t > 0, 5 ( t ) < t , 即( I - 5) ( t ) > 0,

P t > 0# 又因 E

]

j= 0
Bj = ] ,故有 F

]

j= 0
( I - Bj ( I - 5) ) ( t0) = 0# 于是有

  l im
n, m y ]

D( An, m) = 0# 

上式表明 xn 是E 中的 Cauchy 列, 而且

  l im
n y ]

d ( x n, Tx n) = 0# 

因 E 是完备的, 令 xn y p I E ,从而有

  l im
n y ]

x n = lim
n y ]

Tx n = p# 

于是由( 4)得

  d( Tx n, Tp ) [ 5( max d ( x n, p ) , d( xn , Txn ) , d( p , Tp ) , d( xn , Tp ) , d ( p , Tx n) )

在上式两端让 n y ] 取右极限,得

  d( p , Tp ) [ 5 ( max 0, 0, d ( p , Tp ) , d( p , Tp ) , 0 ) [

5 ( d( p , Tp ) )# 

于是由命题111知 d ( p , Tp ) = 0,即 p 是T 在E 中的不动点# 

最后证明 T 在E 中的不动点是唯一的# 设相反, 如果 g 也是T 在E 中的不动点# 于是

  d( p , g ) = d ( Tp , Tg) =

      5( max d( p , g ) , d( p , Tp ) , d ( g , Tg ) , d( p , Tg ) , d( g, Tp ) =

      5( d ( p , g) )# 

故 d ( p , g ) = 0# 即 p = g# 故 p 是T 在E 中的唯一不动点# 

综合上面的讨论,得知 T 在E 中有唯一的不动点,而且由( 5) 定义的 Ishikawa型迭代序列

x n 收敛于p# 证毕# 

在定理211中取 5( t ) = kt , k I [ 0, 1) 是一常数 t I [ 0, ] ) ,可得下面的定理# 

定理 212 设 ( E , d, w ) 与定理211中的相同,而T 是满足条件( 2) 的拟压缩映象, x n 是

由( 5) 定义的 T 的具误差的 Ishikawa型迭代序列# 则下面的结论成立:

1) T 在E 中存在唯一的不动点p ;

2) xn 在E 中收敛于p# 

注 定理 211和定理 21 2是凸度量空间中关于一般的拟压缩映象的具误差的 Ishikawa型迭代序列的两个

新的收敛性定理# 这两个定理在凸度量空间的框架下肯定地回答了 Rhoades, Naipally 及 Singh 提出的公开问

题,而且也改进和推广了[ 2, 6~ 10]中的相应结果# 

对具误差的 Mamm型迭代序列 xn 我们有下面的结果# 

定理 213 设 ( E , d, w ) 与定理 211 中的相同, T 是满足条件( 4) 的一般的拟压缩映象,

x n 是由( 7) 定义的 T 的具误差的Mann型迭代序列则下列结论成立:

1) T 在E 中存在唯一的不动点P;

2) xn 在E 中收敛于p# 
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Abst ra ct : Some converg ence theorems of Ishikawa type iterative sequence w ith erro rs for nonlinear

gener al quasi_contractive mapping in convex metric spaces are pr oved. The r esults not only e xtend

and improve the corre sponding results of L. B. Ciric, Q. H. Liu, H. E. Rhoades and H. K. Xu, at el but

also give an affirmative answer to the open que stion o f Rhoades_Naimpally_Singh in convex metric

spaces.

Key w ords: convex metric space; fix ed point; gener alized Ishikaw a ( M ann) iter ative sequence with

err ors; g eneral qua si_contr activ e mapping
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