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扁球旋转大气阻力对人造卫星运动的影响
X

KH . I .哈里尔

(赫尔文国家天文地球物理研究所,开罗, 埃及)
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摘要:  描述了在地球扁率和大气阻力联合作用的人造卫星运动# 导出了系统的哈密顿运动方

程,其中包括直到 J4 的重力势带调和函数的阻力加速度# 大气模型采用带扁椭球旋转模型, 随着

离地距离的增加,大气旋转滞后于地球旋转# 首先,借助两次正则变换, 接连消去短期项和长期项

求得无阻力问题的解# 然后再定义一个算子,并利用无阻力问题解中带/ 两撇形式的变量0给出求

解阻力加速度的公式# 
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引   言

由于大气阻力对近地卫星的致命作用, 从 1957年发射第一颗人造地球卫星, Sputnik I开

始就引起人们的极大兴趣# 尽管这样, 大多数工作都只分别考虑了大气阻力或地球扁率对卫

星的影响# Kampos( 1968) [ 1] , Sehnal( 1975) [ 2] ,King_Hele( 1987) [ 3]以及 Milani等( 1987) [ 4]等人的

工作对此作了很好的评述# 

Brouwer和Hori( 1961) [ 5]首次利用非旋转大气球形指数模型综合考虑了大气阻力和地球扁

率的影响# 

Sehnal( 1975) [ 2] 指出, 由于大气密度可能随太阳活动而突然变化, 也由于离地球表面

400km以上阻力常数迅速增大,要得到精确的连续解析解是困难的# 

Hoots( 1981)
[ 6]
在轨道偏心率比较小 ( e < 011) ,且倾角不接近零或临界倾角的情况下发展

了地心引力和大气阻力联合作用的理论# 

Delhase( 1991) [ 7]利用大气密度随高度线性变化的扁椭球旋转大气模型, 同时考虑了地球

扁率(仅包括 J 2) 和大气阻力的影响, 并得到了解析解# 

本文的目的是给出地球扁率和大气阻力对人造卫星运动联合作用下的解析解, 我们建立

了一个大气指数模型# 假设大气以角速度 Ra = RR/ r旋转, 可见,当 r y ] 时, Ra y 0,当 r y

R 时, Ra y R# 其中 r 是离地球中心的距离; R是地球赤道半径, R是角速度# 我们分下面几

步进行:

1) 构造正则运动方程,这个方程除了包含阻力的广义分量外, 还应当包括重力势直到 J 4
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的带调# 

2) 用 Delaunay变量表示方程# 

3) 用 Lie变换求解无阻力问题,正如Deprit( 1969)
[ 8]
和 Kamel( 1969)

[ 9]
的工作一样# 

4) 用无阻力问题的带双撇的变量表示有阻力问题, 与 Brouwer 和Hori( 1961) [ 5]的工作类

似,我们定义并使用了算子D# 

1  大 气模 型

卫星单位质量所受阻力 X 可表示为

  X = -
1
2
CD

A
m
QVV, (1)

其中 V是卫星与大气的相对速度, CD 是无量纲阻力系数, A / m是卫星的面积与质量比, Q是大

气密度# 

111  密度函数

为积分运动方程, 需要知道大气密度的解析表达式# 大气密度是时间和位置的非常不

规则的复变量, 而且它还要受太阳活动和大气冷热的很大影响# 因此, 要找到时间相关的解

析表达式非常困难# 考虑到大气并不是球对称, 而是一个扁椭球, 有必要引入扁率来描述大

气密度# 假设大气密度随高度按指数规律变化:

  Q= Qp exp
r - rp

H
, (2)

其中脚标 p 表示近地点,H 是大气标高# 

考虑到大气扁率,我们用卫星离开地球表面的距离与近地点的距离之差 ( z - zp ) 来代替

( r - rp ) ,于是

  
z - zp
H

= cc I - cosf
I + cosf

+ Js2 sin2
( f - g ) - sin2

g , (3)

其中

  cc =
a (1- e)

H
,  J= RE

s
2

H
,  s = sinI ,  c = cosI ,

而 I、f 和g分别是倾角、真近点角和近地角,且 u = f + g, R是地球赤道半径, E是偏心率# 当

高度为150km时, H 大约是34km# 如果取单位长度 R = 1, 那么, J= 010001 s2# 高度越高,它

的值越小# 因此,我们可以将密度函数按 J的幂级数展开# 由方程(3) ,密度函数(2) 可表示

为

  Q= Q1Q2Qp ,

其中

  Q1 = exp
ae
H

(1- cosu) , (4a)

  Q2 = E
n\0

E
n

s
1
= 0

E
s
2
= s

1

(- 1)
n+ s

1
Jn

n!
2
1- D

2
- 2n n

s2

n

s22- s1
s
2n #

cos[ (4s2- 2n) g + 2s1f ]# (4b)

112  大气转动
用一个简单方法就可以证明大气转动的影响很小# 通常都假设大气旋转角速度 R与地

球一样,因此, 在 r 处的速度为R C r# 这个假设表明,在离地球无限远处,质点与地球的相互
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作用方式同地球表面一样# 于是,我们可以假设大气的旋转角速度为

  Ra = R
R
r

(5)

可见,当 r = R 时, Ra = R, 而当 r y ] 时, Ra y 0# 

设卫星在 r 处的瞬时速度为 v ,则

  V = v - R
R C r

r
(6)

设 i , j , k是正交赤道地心坐标系中,与球坐标 r , K, D相关的基矢, 则

  R = Rk,  R µ 6 @ 10- 2# 

由于   x =
r
a
- 1,

所以

  V =
1
a

1 - x
1 + x

1/ 2

[ 1 - RRp
1/ 2

(1- x )
- 1
]# (7)

用赤道坐标表示 V,有

  V =
L
p

1/ 2

[- sinf P+ ( e + cosf ) Q] -
RR
r
( r1j - r 2 i ) , (8)

  r = r [ cosf P+ sinf Q]# 

其中 P和Q分别是卫星在近地点和与它成90b角时, 在f 增加方向上的单位矢量# 最后,卫星

每单位质量所受到的阻力可表示为

  D = -
1
2
cDQp

A
m
Q1Q2 | V | V# (9)

2  运 动方 程

在地心引力和大气阻力的作用下, 卫星运动方程可表示为

  &r = - r̈U+ D

其中 U是地球的势能, D 是由于大气阻力引起的力矢量# 由此有

  
d2
X j

dt 2
= -

5U
5X j

+ X j   ( j = 1, 2, 3) , (10)

其中 X 是沿赤道方向的阻力,如果我们引入哈密顿函数

  J = T + U =
1
2 E

3

j = 1

x
2
j - U# (11)

记

  Gj = xj ,  Nj = Ûxj
则系统的正则方程可表示为

  

dNj
dt

= -
5J
5 Gj

+ X j ,

dGj
dt =

5J
5Nj# 

(12)

下一步是将方程( 12)用 Delaunay变量 ( lj , L j ) 表示# 显然, 用正则变换( Gj , Nj ) y ( lj , Lj )

就可以作到这点# 为此,我们引用 Brouwer和Hori在 1961年提出的定理# 

定理

如果
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  Ûqj =
5J
5pj

- Xj ;  Ûp j = -
5J
5 qj

+ Yj (13)

是微分方程的正则系统, 其中 X j ( q , p , t ) 和 Yj ( q, p , t ) 为任意函数# 则正则映象 q , p y qc,

pc下, X j 和 Yj 的映象为

  

X
c
j = E

k

Yk
5qk
5pc

j
+ Xk

5p k

5pc
j

,

Y
c
j = E

k

Yk
5 qk
5 qc

j
+ Xk

5pk
5 qc

j
# 

(14)

运动方程变为

  
dL i

dt
= -

5J
5 li + P i ;  

dli

dt
=

5J
5L i

- Q i# (15)

其中 J是由式(11) 定义的哈密顿函数,根据式(12) 和(14) 有

  Pj = E
k

Xk
5xk
5 lj ;  Qj = E

k

X k
5x k

5Lj# (16)

由方程( 9)可得

  
Pj = -

1
2
cD Qp

A
m
Q1Q2 | V | pj ,

Qj = -
1
2 cD Qp

A
m
Q1Q2 | V | qj# 

(17)

现在,需要用Delaunay变量来表示阻力 D = BQ1Q2 | V | V,其中 B= -
cD
2

A
m
Qp可以考虑到二阶# 

3  无阻力问题

311  哈密顿函数
利用 Delaunay 变量,可将哈密顿函数表示为:

  J = E
2

i= 0

J
n
2

n!
Ji , (18)

及    J2 = J2, 3 + J2, 4,

其中   J0 = -
L

2

2L
2
1
,

  J1 =
B2

4L6
1
53
[ (3s2- 2) - 3s2cos2(f + l2) ] ,

  J2, 3 =
B3

8L
8
1
5

4
[ ( 15s

3
- 12s) sin(f + l 2) - 5s

3
sin3( f + l 2) ] ,

  J2, 4 =
B 4

64L 10
1
55
[ (24 - 120s2+ 105s 4

) +

(120s 2
- 140s4) cos2( f + l 2) + 35s4cos4( f + l 2) ] ,

此处,

  B2 = L4
R

2
0;  B3 =

2L5
R

3
0J 3

J
2
2

;

  B4 =
2L6

R
4
0J 4

J
2
2

,  5 =
a
r

# 
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于是

  Ûl i =
5J
5L i

;  ÛL i = -
5J
5 li

  ( i = 1, 2, 3)# (19)

为了不含共振项,需要作两次正则变换, 再依次消去短期项和长期项# 第一次正则变换是

( lj , L j ) y
w

( l
c
j , L

c
j ) 第二次正则变换是( l

c
j , L

c
j ) y

w
*

( l
d
j , L

d
j )# 

312  消除短期项

借助变换

  J ( L1, L2, L 3, l1, l 2, - ) y
w

J*
( L

c
1, L

c
2, L

c
3, - , l 2, - )

可消去哈密顿函数中的短期项,并导出如下恒等式

  J*
= J0, (20a)

  J*
n = �Jn + ( J0; Wn) , ( 20b)

  Jn = Jn + E
n- 1

j= 1

n - 1

j - 1
( Jn- j ; Wj ) +

n - 1

j
( Gj J

*
n- j ) # (20c)

我们记 J*
n 为�Jn 的平均值(相对于 l

c
1) ,即

  J*
n = 3�J4# (21)

则短期项由

  Pn = Jn - J*
n = ( Wn; J0) (22)

确定,因此

  Wn =
5J0

5L1

- 1

QPndl1, (23)

结果是

  J*
0 = -

L
2

2L 2
1
, (24)

  J*
1 =

G
3

4

B2

L
6
1
(3sc2

- 2)# (25)

而生成源 W1变为

  W1 =
B

2
Gc3

4L2
Lc31

(3sc2 - 2) ( esinf c+ f c+ l
c
1) -

3
2
sc2 sin2(f + l

c
2) +

ec
3
sin(3f + 2lc2) + ecsin(fc+ 2lc2) , (26)

  J
*
2 =

15B2
2

64L
2
L

3
1L

7
2
( 1- 5c

2
- 7c

4
) -

3B2
2

16L
2
L

4
1L

6
2
(1- 3c

2
)
2
-

3B
2
2

64L2
L

5
1L

5
2
( 5- 18c2

+ 5c4) +
12B4

128L 3
1L

7
2
(3- 30c2

+ 35c4
) +

3
32

B
2
2

L2

1

L
5
1L

5
2
-

1

L
3
1L

7
2

(1- 16c2
+ 15c4

) cos(2l 2) +

15
64

B4
1

L
3
1L

7
2
-

1

L
5
1L

5
2
(- 1+ 8c2- 7c4) cos(2l 2) +

3B3e

8L 3
1L

5
2
(5s3- 4s ) sin( l 2)# (27)
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短周期变换元为

  li = l
c
i + J 2

5W1

5L i
  ( i = 1, 2, 3) , (28a)

  L i = L
c
i -

5W1

5lci
, ( 28b)

  l
c
i = li - J 2

5W1

5L i
, (28c)

  L
c
i = L i +

5W1

5l i
# ( 28d)

313  消除长期项
作变换

  J ( L
c
1, L

c
2, L

c
3, - , l

c
2, - ) y

w

J
*
( Ld1, L

d
2, L

d
3, - , - , - )

可将哈密顿函数简化为

  J**
0 = J*

0 | L
c

1
= L

d

1
, (29a)

  J**
1 =

1
4

B2

L
d3
1 L

d3
2
(1 - 3cd2

) , ( 29b)

  J**
2 =

15
64

B
2
2(1- 2cd2

- 7cd4)
L2
Ld2

1L
d7
2

-
3
16

B
2
2(1- 3cd2

)
2

L2
L

d4
1 L

d6
2

-

3
64

B
2
2(5- 18cd2

+ 5cd4)
L2
L

d5
1 L

d5
2

+
3B4

128
(3- 30cd2

+ 5cd4
)

5

L
d3
1 L

d7
2
-

3

L
d5
1 L

d5
2

(29c)

和

  W
*
1 =

1
32

B2(1- 16cd 2
+ 15cd4

)

L
2
(1- 5cd2

)

1
L

d2
1 L

d
2
-

1
L

d3
2
sin(2ld2) +

3
64

B4

B2

(- 1+ 8cd2
- 7cd) 4

(1- 5cd5
)

1

L
d3
2
-

1

L
d2
1 L

d
2

sin(2ld2) -
1
4

B3

B2

edSd
Gd cos( ld2)# (30)

变换元

下面公式给出了变换元

  

l
c
j = l

d
j + J 2

5W*
1

5Ld
j
+

5W1

5Ld
j

,

L
c
j = L

d
j - J 2

5W*
1

5 ldi
+

5W1

5 ldj
# 

(31)

由逆变换得

  

l
d
j = lj + J 2

5W*
1

5L j
+

5W1

5L j
,

L
d
j = Lj - J 2

5W*
1

5 li
+

5W1

5lj
# 

(32)

其中的偏导数是已经得到的# 

4  用 l
d
j 和L

d
j 来表示的公式

现在,我们着手寻找包含阻力分量的关于 l
d
j 和L

d
j 的运动方程,而后再以变量 pj和qj用两撇

变量的形式来表示新的变量 Dpj 和 Dqj# 要做到这点,我们参照 Brouwer 和Hori(1961) [ 5] 的做
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法, 引入算子 D来简化代数运算# 我们将计算 Dp j 和Dqj , 而后再按 ed和l
d
j 展开,最后计算阻力

分量 Pd和Qd# 

L
d
j 和 l

d
j 表示的运动方程是

  
dLd

j

dt
= P

d
j ,  

dldj
dt

=
5J**

5Ld
j
- Q

d
j , (33)

  J**
= J**

( L
d
1, L

d
2, L

d
3) , (34)

其中

  

P
d
j = E

k

Pk
5 lk
5ldj

+ E
k

Q k
5Lk

5 ldj
,

Q
d
j = E

k

Pk
5lk
5Ld

j
+ E

k

Q k
5Lk

5Ld
j
# 

(35)

而变量 L
d
j , l

d
j 和哈密顿函数 J** 由无阻力理论得到# 

假设 P
d
j 和 q

dj 与 pj 和 qj 的关系用P
d
j 和Q

d
j 与Pj 和Qj 的关系类比,那么

  

p
d
j = E

k

pk
5 lk
5 ldj

+ E
k

qk
5Lk

5 ldj
,

q
d
j = E

k

pk
5l k
5Ld

j
+ E

k

qk
5Lk

5Ld
j
# 

(36)

则 p
d
j 和 q

d
j 可表示为

  p
d
j = pj + Dpj ;  q

d
j = qj + Dqj# (37)

其中   

Dpj = E
k

p k
5( lk - l

d
k)

5ldj
+ E

k

qk
5Lk

5 ldj
,

Dqj = E
k

p k
5 lk
5Ld

j
+ E

k

qk
5( Lk - L

d
k)

5Ld
j

, (38)

为扁扰动, 可视为一阶小量# 考虑到阻力的影响也最多是一阶小量,方程( 38)中的 pj , qj 就可

以用前面得到的结果来表示, 只需用( L
d
j , l

d
j ) 代替( Lj , lj ) 即可# 这样做是允许的,因为我们只

考虑到二阶# 

Dpj 和 Dqj 的关系式:

如果用 L
d
j , l

d
j 来代替L j , lj , pj 和 qj 就可用 p

d
j , q

d
j 表示,即

  p
d
k = E

i

Nd
i
5Gd

i

5 ldk
,  q

d
k = E

i

Nd
i
5Gd

i

5Ld
k
# (39)

无阻力理论中的生成源 W1, W
*
1

令

  Cd
j =

5W1

5 ldj
+

5W*
1

5ldj
,  #d

j =
5W1

5Ld
j
+

5W*
1

5Ld
j

# (40)

则有

  Dpj = E
i

N
d
i
5Cd

j

5Nd
i
,  Dqj = E

i

N
d
i
5 #d

j

5Nd
i
# (41)

411  算子 D

我们引入算子
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  D = E
i

Nd
i
5
5Nd

i
, (42)

则 Dpj 和 Dqj 的表达式变为

  Dpj = DCd
j ;  Dqj = D #d

j# (43)

如果假设有限变换

  
( Ld, ld)

s2(Nd , ld)
( Nd, Gd) ,

( Ld, ld)
s4( Ld, Nd)

( Nd, Gd)# 
(44)

则有

  L
d
j =

5 s2
5ldj

,  Gd
k =

5 s2
5Nd

k
, (44)c

  l
d
j =

5s4
5Ld

j
,  Gd

k =
5s 4

5Nd
k
# (44)d

于是

  
5Ld

j

5Ndk
=

52
s2

5Nd
k5 ldj

=
5Gd

k

5ldj
, (45a)

  
5ldj
5Ndk

= -
52
W4

5Ndk5Ld
j
= -

5Gd
k

5Ld
j
# ( 45b)

且

  DLd
j = E

k

Nd
k
5Ld

j

5Ndk
= E

k

Nd
k
5Gd

k

5ldj
= pj (46a)

  D l
d
j = E

k

Nd
k
5ldj
5Ndk

= - E
k

Ndk
5Gd

k

5Ld
j
= - q

d
j ( 46b)

方程( 46a)和( 46b)可用来计算方程( 43)中的量,而且我们首次得到更一般的关系式, 其推

导非常简单# 

注意到任意可微函数 7 ( ldj , L
d
j )# 我们有

  D 7 = E
k

Ndk
5 7
5Nd

k
= E

k
E
i

Nd
k
5 7
5 ldj

5ldj
5Ndk

+
5 7
5Ld

j

5Ld
j

5Nd
k

=

E
j

E
k

5 7
5ldj

Nd
k
5ldj
5Ndk

+
5 7
5Ld

j
Nd
k
5Ld

j

5Nd
k

, (47)

于是有

  D 7 = E
i

5 7
5 ldj

D l
d
j +

5 7
5Ld

j
DL

d
j # (48)

显然,由方程( 42)定义的算子与 Brouwer 和Hori( 1961)
[ 5]
定义的算子类似, 但是由于我们

利用的是 Lie_Deprit变换而不是 Von Zeipel方法,结果符号刚好相反# 

412  Dp j 和 Dqj 的计算

由方程( 40)和( 43)有

  Dpj = D
5W1

5 ldj
+

5W*
1

5ldj
;  Dqj = D

5W1

5Ld
j
+

5W*
1

5Ld
j

  ( j = 1, 2, 3)# (49)

通过冗长的代数,则有:

  Dp 1 =
B 2

4L2 E
4

i= 0

( Ni 0cosF i0+ Ni 2cosF i2) , (50)
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  Dp 2 =
B 2

4L2 E
2

j= 0

Gcj 0cosF j0+ E
5

j= - 2

Gcj 2cosFj 2+ Gc24cosF24 +

      
5B 4

32B2
L
c
20cosF20 + E

2

j = - 2
L
c
j 2cosFj 2+ L

c
24cosF 24 -

      
B 3

4B2
E
2

j= - 2
Gsj1sinFj1 + Gs23sinF23 # (51)

和

  Dp 3 = 0, (52)

其中   Fji = jf + il 2

其中系数是有理变量 ( L i ) 的函数, 同样还有

  Dp 1 =
B 2

4L
2 E

3

j= 1
7 j 0sinFj 0+ E

5

j= - 2
7 j2sinF j2+ E

5

j = 2
7 j 4sinFj 4 +

5B4

64B2
7 20sinF 20+ E

2

j= - 2
7 j 2sinF j2+ 7 24sinF24 -

B3

4B2
E
2

j= - 2
7c
j1cosFj1+ 7 c

23cosF23 , (53)

  Dq2 = -
B2

4L
2 E

3

j= 1
K
s
i 0siniF + E

5

j= - 2
K
s
1j 2sinFj 2+ E

5

j= 2
K
s
1j 4sinFj 4+

E
1

j= 0
Kc12j cosF2j , 2 j +

5B4

64B2
Ks202sinF02+ Ks220sinF20+

Ks224sinF 24 +
B 3

4B2
E
2

j= - 2
Kc3j1cosFj 1+ Kc323cosF 23 # (54)

和

  Dq3 =
B 2

2L2 E
2

i= 1
V1i0sinif + E

5

j = - 2
Vs1i2sinF i2+ E

5

i= 2
V s

1i2sinFi 4+

E
2

i= 0

Vc12icosF2i , 2i +
5B4

32B2
V s

220sinF20+ E
4

i= - 2

Vs2i2sinFi 2+

V
s
224sinF 24 +

B 3

4B2
E
2

i= - 2

Vc3i 2cosF i1+ Vc323cosF23 # (55)

同样,这里的系数也是有理变量的函数# 

413  Q的计算

对于方程( 4) ,可写为:

  Q1 = (1- ecosE ) exp( cc) =

      exp( cc) 1- cccosE +
cc2

2! cos
2
E -

      cc3

3!
cos3E +

cc4

4!
cos4E -

cc5

5!
cos5E , (56a )

  Q2 = E
10

n= 0
E
5

m= 3

Vnmcos( nf + 2ml 2)# (56b )

利用 1类Tschbyscheff多项式( Bell, 1968)
[ 10]
的表达式, 可得 Q2 的表达式:

  Q2 = E
15

n= - 3

cos(2ml 2) E
10

s = 0

5sF(1)
s , m - sin(2ml 2) E

9

s= 0

5 s
F

(2)
s , msinf # (57)
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此处:

  F
(1)
s, m = E

10

n= s

F
c
n, sV n, m ,

  F
(2)
s, m = E

10

r = s+ 1
E

( r- s- 1)
2

j= 0

Vr , m;
( r)
j e

- r- 2 j- 1
(1) r- 2j+ 1s r - 2j 1

s
G2s

,

  ; = (- 1) j
n - j - 1

j
2n- 2j- 1# 

414  V 的计算

我们有:

  V =
(1- x )

1/ 2

L 1
[ L

1/ 2
(1- x ) - RcL 2]# 

上式可展开为:

  V = E
4

i= 0
v ix

i
+ O( e

5
) , (58)

此处:

  

v0 =
1
L1
( L

1/ 2
- RcL2) ;  v1 = -

1
L1
L

1/ 2
,

v2 =
1
2
v0;  v3 =

1
2
v1,

v4 =
3
8 v0;  v5 =

3
8 v1,

v6 =
5
16

v0;  x = - ecosE# 

(59)

或者将它展开成

  V = E
i= 0

(- 1)
i
v ie

i
cos

i
E# (60)

415  Qvpj 和Qvqj 的计算

考虑下列两个方程

  
cos2f =

2

e
2[ 1 - 2G2 5 + G4 52

] - 1,

sin2f =
2
e
[- 1+ G

2
5 ] sinf# 

(61)

pj 和 qj ( j = 1, 2, 3) 的表达式可写成:

  pj = E
1

m= 0
E
1

n = - 1
5
n
( P

m, n
j , 1 cos(2ml 2) + P

m, n
j , 2 sin(2ml 2) sinf ) , (62a)

  qj = E
1

n= - 1
E
1

m= 0
5n
q
m, n
j, 1 sinf cos(2ml 2) + q

m, n
j , 2 sin( 2ml 2) + qj, 0] , ( 62b)

这里的系数是有理元素的函数# 

利用方程式( 62) , ( 63)和( 64) ,且稍微简化则有:
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Qvpj = E
6

m= - 4
E
13

n= - 5

5n
F
p
j
1, nmcos(2ml2) + F

p
j

2, mnsin(2ml 2) +

   F
p
j

3, nmsin(2ml 2) sinf ,

Qvqj = E
6

m= - 4
E
13

n= - 5
5n F

q
j
4, nmcos(2ml2) sinf + F

q
j

2, nmsin(2ml 2) +

   F
q
j

1, nmsin(2ml 2) + F
q
j
3, nmcos(2ml 2) sinf ,

(63)

其中   F
p
j
1, n, m =

1
2 E

1

mc= 0
E
1

nc= - 1

( F
(4)
n- nc, m- mc+ F

(4)
n- nc, m+ mc ) P

mc, nc
j, 1 -

E
2

i= 0
( F

(5)
n- nc- i, m+ mc + F

(5)
n- nc- ic, m- mc) P

mc, nc
j , 2 R 0, i ,

  F
p
j
2, n, m =

1
2 E

1

mc= 0
E
1

nc= - 1

(- F
(4)
n- nc, m+ mc + F

( 4)
n- nc, m- mc) P

mc, nc
j , 2 ,

  F
p
j
3, n, m = -

1
2 E

1

mc= 0
E
1

nc= - 1

( F
(5)
n- nc, m+ mc+ F

(5)
n- nc, m- mc) P

mc, nc
j , 1 ,

  R0, 0 = 1-
1

e
2,  R0, 1 =

2G2

e
,  R0, 2 = -

G4

e
2,

  F
q
j
1, n, m =

1
2 E

1

mc= 0
E
1

nc= - 1

( F
(4)
n- nc, m- mc+ F

(4)
n- nc, m+ mc ) q

mc, nc
j , 1 +

(- F
( 5)
n- nc, m+ mc+ F

(5)
n- nc, m- mc) q

mc, nc
j , 2 ,

  F
q
j
2, n, m =

1
2 E

1

mc= 0
E
1

nc= - 1

(- F
(4)
n- nc, m- mc + F

( 4)
n- nc, m+ mc) q

mc, nc
j , 2 +

E
2

i= 0
(- F

(5)
n- nc- i , m+ mc+ F

(5)
n- nc- i , m- mc) q

mc, nc
j, 1 R0, i ,

  F
q
j
1, n, m = qj , 0F

(4)
n, m ;  F

q
j

3, n, m = - qj , 0F
(5)
n, m# 

41511  Qvp j 和 Qvqj 用两撇变量形式的表达式

为了用两撇变量来表示 Qvpj 和 Qvqj , 我们令 7 是它们的任意函数,于是有

  7 = 7d+
5 7
5L 1

d

DL1+
5 7
5 l 1

d

Dl 1+
5 7
5L 2

d

DL2+
5 7
5 l2

d

Dl 2# (64)

从方程( 63)很容易导出 Qvpj 和Qvqj 的导数# 对于增量 Dl 1, Dl1, Dl 2, DL 2有

  Dl = l 1- l
d
1 =

5W1

5Lc
1
-

5W*
1

5Ld
1
,  DL1 = L 1- L

d
1 = -

5W1

5l 1 ,

  Dl 2 = l2 + l
d
2 =

5W1

5Lc
2
+

5W*
1

5Lc
2
,  DL 2 = - L 1- L

d
2 = -

5W1

5 l2
-

5W*

5 ld2
# 

代数化简后就可得到最后结果,因为太长就不再列出# 所有系数都是有理元素的函数# 

41512  QvDpj 和QvDqj 的计算

利用 p 和v 的表达式,和已经用两撇变量直接表示的方程(49) ~ (55) ,就可以直接导出这

两个量# 因结果太冗长,这里也不再列出# 
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The Drag Exerted by an Oblate Rotating Atmosphere

on an Artificial Satellite

KH. I. Khalil

( Na tion al Resear ch In stitute of Astr onom y and Geophy sics_Helw an , Cair o , Egypt )

Abstract: A theory is formulated for the motion of an artificial satellite under the joint effects of

Eearth oblateness and atmospheric drag. The Hamilton. s equations of motion are derived including

the zonal harmonics of the geopotential up to J 4 and the drag accelerations. The atmospheric model is

an oblate rotating model in which the atmospheric rotation lags behind that of the earth as the increas-

ing distance from the Earth. The drag free problem is first solved via two canonical transformations to

eliminate in succession the short and long period terms. An operator D is then defined and used to

formulate the drag acceleration in terms of the double primed variables expressing the solution of the

drag_free problem.

Key words: oblateness; the Hamiltonian; Lie transform
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