
文章编号: 1000_0887(2002) 09_0943_08

周期函数和非平稳周期函数的小波变换
X
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(戴世强推荐)

摘要:  探讨了三角函数、周期函数以及一类非平稳周期函数小波变换的一些性质, 发现周期函

数的小波能谱的峰高和峰宽均正比于信号的周期# 提出了一个新的只利用与信号周期有关的一

个尺度小波变换系数的重构公式, 它可准确地重构三角函数, 对一般周期函数的重构结果优于其

Fourier 级数中的任何一项, 对一类均值和振幅变化的非平稳周期函数的重构结果与信号非

常吻合# 
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引   言

小波分析
[ 1]
是当前应用数学中一个迅速发展的领域, 是一种时频双局部化方法,被誉为

/数学显微镜0, 在诸如湍流[ 2]、分形[ 3]、信号处理[ 4]等各种应用领域获得了广泛的应用# 

当前,以三角函数为基函数的傅立叶分析和由此得到的傅立叶能谱在许多学科领域都得

到了广泛的应用,如信号处理、湍流[ 5]、非线性动力学[ 6]等# 但傅立叶分析不适用于对非平稳

信号的分析,此时小波分析则特别适用# 

本文首先探讨了 f ( x ) = e
iXx
的小波变换的一些性质, 如能谱、信号的重构等# 在此基础

上研究了周期函数小波变换的一些性质# 最后探讨了非平稳周期函数小波变换的性质# 

1  小 波分 析

如果 W I L
2
(R) 满足/容许性0条件:

  CW= Q
]

- ]

| Ŵ( X) | 2

X
dX < ] , (1)

那么 W称为是一个/基小波0# 关于每一个基小波 W, 在 L
2
( R) 上的一维连续小波变换为

  ( WWf ) ( b , a) =
1

| a |
1/ 2Q

]

- ]
f ( x ) W

x - b
a

dx = Q
]

- ]
f ( x ) Wa, b ( x )dx

( f I L
2
( R) ) , (2)

其中 a, b I R而 a X 0, Wa, b( x ) =
1

| a |
1/ 2 W

x - b
a

# 
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小波逆变换公式为[ 1]

  f ( x ) =
1
CWQ

+ ]

- ]Q
+ ]

- ]
�f ( a, b) W

x - b
a

da

a
2 db# (3)

在尺度空间小波能谱为[ 2]

  �E ( a) = 1
CWQ

+ ]

- ]
| �f ( b, a ) |

2
db =

1
CW
P( a) , (4)

式中 P( a) = Q
+ ]

- ]
| �f ( b , a) | 2db# 

小波能谱与Fourier能谱的关系为[ 7]

  �E ( k ) = 2
CWkQ

+ ]

0
E ( X) Ŵ

k 0X
k

2

dX# (5)

2  f ( x ) = e
iXx
的小波变换性质

211  小波能谱
由傅立叶分析,如果 f ( x ) = (2nP)

- 1/ 2
e
iX
1
x
, x I [- nP, nP] ,当 n y ] 时相应的Fourier能

谱正比于 D( X- X1)# 根据小波能谱与Fourier能谱的关系式(4) ,当信号的Fourier能谱 E( X)

= D( X- X1) 时,有如下两个性质:

性质 1  当信号的 Fourier 能谱 E ( X) = D( X - X1) 时, 则max P ( a) W X- 1
1 , 而

max P ( a) / a W X01# 

证明  根据 Dirac函数的基本性质由式( 5)得

  �E ( k ) = 1
CWk

Ŵ
k0 X1
k

2

, (6)

  P( a) W a | Ŵ( X1a) |
2# (7)

令 F ( x ) = | Ŵ( x ) | , x = X1a, M = max P ( a) , 则

  5P/ 5 a = X1[ F( x )
2
+ 2xF( x ) Fc( x ) ] , (8)

由5P / 5a a= a
m
= 0得

  F( xm) + 2xFc( xm) = 0, (9)

其中 xm = const ,则

  am = xm / X1, (10)

  M W
xm

X1
| Ŵ( xm) |

2
=

c0

X1
W am , (11)

其中常数 c0 = xm | Ŵ( xm) |
2# 

由( 7)还可得 max P( a ) / a W max | Ŵ( x ) | 2 W X0, 并且 am = c/ X1, c 满足 | Ŵ( x ) | =

max | Ŵ( x ) | # 

Q1E1D

对于单频率的正(余)弦信号, 采用使其 A = a I R;
P( a)

max P( a )
> E ( E为一小于 1的

正数) 的区间 A 的长度L 代表峰宽, 则有如下命题:

性质 2  当信号的 Fourier能谱 E ( X) = D( X- X1) 时, 则其小波能谱的峰宽 L W X
- 1
1 # 

证明  因为

  P ( a)
max P ( a)

W
a | 7̂ ( X1a) |

2

M
=

X1a | Ŵ( X1a ) |
2

c0
=

x | Ŵ( x ) |
2

c0
> E, (12)
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所以满足上式的 x 的区间与信号频率无关, 其长度为常数 L 0,则区间 A 的长度

  L = L 0/ X1 W 1/ X1 W am# (13)

Q1E1D
212  信号的重构

针对 f ( x ) = eiX0x 这类信号经由小波变换之后的重构,有如下两个性质:

性质 3  设 f ( x ) = eiX0x ,则 f ( x ) = f 1( x , am) ,其中, am = c/ X0, f 1( x , a ) 为

  f 1( x , a) =
1
H WQ

+ ]

- ]

�f ( a, b)
a
3/ 2 W

x - b
a

d b (14)

其中 HW是仅与小波函数有关的常数, HW= | Ŵ( c) | 2# 

证明  根据 Parseval恒等式[ 8]可得

  �f ( a , b) = 3f , Wa, b4= 1
2P3f̂ , Ŵa, b4= 1

2PQ
+ ]

- ]
f̂ Ŵa, bdX, (15)

又 f̂ = Q
+ ]

- ]
eiX0xe- iXxdx = 2PD( X- X0) ,将 f̂ 代入(15) 式得

  �f ( a , b) = Ŵa, b( X0)# (16)

因为 Ŵa, b( X) = a | a |
- 1/ 2 Ŵ( aX) e- i bX

,将(16) 式代入(14) 式得

  f 1( x , am) =
1
HWQ

+ ]

- ]
a
- 1
m e- ibX

0 Ŵ( c) W
x - b
am

db =
1
H W

Ŵ( c)Q
+ ]

- ]
a
- 1
m eibX0W

x - b
am

db ,

(17)

令 y = ( x - b) / am, 则 b = x - amy ,代入(17) 式中得

  f 1( x , am) =
1
H W

Ŵ( x )Q
+ ]

- ]
ei( x- amy ) X0W( y )dy =

1
H W

eiX0x Ŵ( c)Q
+ ]

- ]
e- i cyW( y )dy , (18)

又Q
+ ]

- ]
e
- i cy

W( y )dy = Ŵ( c) ,代入(18) 式得

  f 1( x , am) = eiX0x
1
HW

| Ŵ( c) | 2 = f ( x )# (19)

Q1E1D# 

性质 3说明, 对 f ( x ) = eiX0x 这类周期函数, 只用与信号频率有关的一个尺度的小波变换

系数就可准确重构出信号本身,而不必采用含有对尺度进行无穷积分的小波逆变换公式# 

性质 3中 f 的小波变换及其重构是同一个小波, 实际上, 可以使用不同的小波进行变换,

这时有如下性质:

性质 4  设 f ( x ) = eiX0x ,则 f ( x ) = f 1( x , am) , 其中 am = cW
1
/ X0, cW

1
满足 | Ŵ1( cW

1
) | =

max | Ŵ1( x ) | ,

  f 1( x , a) =
1

H W
1
W
2
Q
+ ]

- ]

�f W
1
( a, b)

a
3/ 2 W2

x - b
a

db, (20)

其中�f W
1
( a, b ) 是 f 的小波变换(使用 W1) ,H W

1
W
2
= Ŵ1( cW

1
) Ŵ2( cW

1
)# 

证明  与性质 3的证明相似,将式( 16)所示的 f 的小波变换(使用 W1) 代入式(20) 得

  f 1( x , am) =
1

H W
1
W
2

Ŵ1( cW
1
)Q
+ ]

- ]
a
- 1
m ei bX0W2

x - b
am

db# (21)

令 y = ( x - b) / am, 则 b = x - amy ,代入(21) 式中得

  f 1( x , am) =
1

H W
1
W
2

e
iX

0
x
Ŵ1( cW

1
)Q
+ ]

- ]
e
- ic

W
1

y
W2( y )dy , (22)
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  f 1( x , am) = eiX0x
1

HW
1
W
2

Ŵ1( cW
1
) Ŵ2( cW

1
) = f ( x )# (23)

3  周期函数的小波变换性质

由Fourier 分析可知,在全实轴 R上一个以T 为周期且在(0, T )上平方可积的函数f ( x ) 可

展开成Fourier级数[ 9]

  f ( x ) = E
]

m= - ]
cme

i2P/ Tmx
, (24)

其中, cm =
1
TQ

T

0
f ( x ) e

- i2P
T
mx
dx# 易知当信号周期改变时 cm不变# 由 Riemann引理

[ 10]
知, cm

y 0(m y ] )# 同时, 序列 cm 属于 l
2
,并且满足 Bessel不等式 E

]

m= - ]
| cm |

2 [ +f +2
(0, T)# 

对于 g ( x ) =
1

nT
f ( x ) , x I - n

T
2
, n

T
2

, 当n y ] 时平方可积# 易知此时其Fourier

能谱正比于 E
]

m= - ]
| cm |

2D X-
2P
T
m # 

性质 5  若R上一以T 为周期的函数Foureir能谱 E ( X) W E
]

m= - ]
| cm |

2D X-
2P
T
m ,其中

序列 cm 属于 l
2
,则max P( a) W T, 小波能谱的峰宽 L W T# 

证明  因 cm 属于 l
2
, 由式(5) 可以得到

  P( a) W a E
]

m= - ]
| cm |

2 Ŵ
2P
T
ma # (25)

令 (2P/ T ) a = x , 则由5P/ 5 a = 0得

  E
]

m= - ]
| Cm |

2
| Ŵ( mx ) | + x E

]

m= - ]
m | cm |

2
| Ŵ( mx ) | | Ŵ( mx ) | c = 0, (26)

其非平凡解 xm = const仅与序列 cm 和小波函数本身有关# 

  max P ( a) W
xmT

2P E
]

m= - ]
| cm |

2
| ( Ŵmxm) | W T, (27)

由( 25)还可得 max P ( a) / a W T
0
,并且 am =

cT
2P
仅与小波函数有关# 

又由峰宽定义得

  P ( a)
max P ( a)

=

a E
]

m= - ]
| cm |

2 Ŵ
2P
T
ma

xmT

2P E
]

m= - ]
| cm |

2
| Ŵ( mxm) |

=

x E
]

m= - ]
| cm |

2
| Ŵ( mx ) |

xm E
]

m= - ]
| cm |

2
| Ŵ( mxm) |

> E,

(28)

可以发现满足上式的 x 的区间与信号周期无关, 其长度为常数 L 0,则以应的尺度区间长度

  L = TL0/ 2PW T# (29)

Q1E1D1
性质 6  f ( x ) 是在 R上一个以 T 为周期且在(0, T ) 上平方可积的函数, cn 是其 Fourier

级数系数,则
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  f 1( x , am) = E
]

n= - ]

| Ŵ( cn) |
2

HW
cn e

i2P
T
nx

(30)

当 c0 = 0并且至少有一项 ci X 0, i > 1和 | c1 | = max | cn | 时,对于任意的 m I Z有

  +f ( x ) - f 1( x , am) +L
2
( 0, T ) < +f ( x ) - cme

i
2P
T mx +L

2
(0, T)# (31)

证明  因 Fourier级数可逐项积分[ 10] ,由 f ( x ) = E
]

n= - ]
cne

i
2P
T nx 可得

  f̂ ( X) = E
]

n= - ]
cnQ

]

- ]
e
i2P
T
nx
e
- iXx

dx = 2P E
]

n= - ]
cnD X-

2P
T
n # (32)

根据 Parseval恒等式[ 8]得

  �f ( a , b) = E
]

n= - ]
cn Ŵa, b

2P
T
n , (33)

  f 1( x , am) =
1
H W

E
]

n= - ]
cnQ

+ ]

- ]
a
- 1
m eib

2P
T n Ŵ

2P
T
nam W

x - b
am

db# (34)

令 y =
x - b
am

,则 b = x - amy ,并利用Q
+ ]

- ]
e- i

2P
T namyW( y ) dy = Ŵ

2P
T
nam 得

  f 1( x , am) = E
]

n= - ]

| Ŵ( cn) |
2

HW
cn e

i2P
T
nx# (35)

由Riesz_Fischer定理[ 11]得

  +f ( x ) - f 1( x , am) +2
L
2
( 0, T ) = E

]

n = - ]
1 -

| Ŵ( cn) | 2

| Ŵ( c) | 2
cn

2

, (36)

  f ( x ) - cme
i2P
T
mx 2

L
2
(0, T ) = E

]

n= - ] , nX m

| cn |
2 \ E

]

n= - ] , n X1
| cn |

2   (m I Z)# (37)

因为 0 [ | Ŵ( cn ) | 2/ | Ŵ( c) | 2 < 1, n X 1, 所以

  E
]

n= - ]
1-

| Ŵ( cn ) | 2

| Ŵ( c) | 2
cn

2

< E
]

n= - ] , nX 1
| cn |

2
, (38)

  +f ( x ) - f 1( x , am) +L
2
( 0, T ) < +f ( x ) - cme

i2P
T
mx +L

2
( 0, T )   ( m I Z)# (39)

Q1E1D1
与性质3相似,性质 6中可以使用不同的小波进行变换和重构# 

4  非平稳周期函数的小波变换性质

本节讨论 f ( x ) = eiX0x 的振幅和时均值变化时, f ( x ) = f p ( x ) + fA ( x ) e
iX

0
x 的小波变换性

质# 

性质 7  设 f ( x ) = fA ( x ) e
iX

0
x
,其中振幅 fA 连续且fA I L

1
( R) ,则

  | f 1( x , am) - fA ( x ) e
iX

0
x
| W O

X
c
A

X0

2

, (40)

其中 am = c/ X0# 

证明

  f A ( x ) =
1
2PQ

+ ]

- ]
f̂A ( X) e

iXx
dX, (41)

  f ( x ) =
1
2PQ

+ ]

- ]
f̂A ( X) e

i( X
0
+ X)x

dX# (42)
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根据 Parseval恒等式得

  �f ( a , b) = 1
2PQ

+ ]

- ]
f̂ A ( X) Ŵa, b( X0+ X) dX, (43)

  f 1( x , am) =
1
H W

1
2PQ

+ ]

- ]
f̂ A ( X) e

i( X
0
+ X) x Ŵ c + c

X
X0

2

dX, (44)

又因为
5 | Ŵ( x ) | 2

5x x= c
= 0,

52 | Ŵ( x ) | 2

5x2 x= c
= 2 | Ŵ( c) |

52
| Ŵ( x ) |
5x 2 x= c

,

Taylor 展开式得

  Ŵ c + c
X
X0

2

= | Ŵ( c) |
2
+ | Ŵ( c) |

52
| Ŵ( x ) |
5x 2 x = c

c
X
X0

2

+ , (45)

即    1
H W

Ŵ c + c
X
X0

2

= 1+ O
X
X0

2

, (46)

  | f 1( x , am) - fA ( x ) e
iX

0
x
| W O

Xc
A

X0

2

  ( Xc
A I R)# (47)

当振幅 fA 的能量主要集中在低频时, 此时
Xc
A

X0

2

n 1,上式中可忽略 O
Xc
A

X0

2

项,得

  f 1( x , am) U 1
2PQ

+ ]

- ]
f̂ A ( X) e

i( X
0
+ X)x

dX= f ( x )# (48)

性质 8  设 f ( x ) = f p ( x ) + eiX0x , 其中均值 f p 连续且f p I L
1
(R) , 则

  | f 1( x , am) - eiX0x | W O
Xc
p

X0

2

, (49)

其中 am = c/ X0# 

证明  与性质 7的证明相似,可得

  f 1( x , am) = eiX0x +
1
H W

1
2PQ

+ ]

- ]
f̂ p ( X) e

iXx Ŵ c
X
X0

2

d X, (50)

又因为
5 | Ŵ( x ) | 2

5x x= 0
= 0,

52
| Ŵ( x ) | 2

5x 2 x= 0
= 2

5 | Ŵ( x ) |
5x

2

x= 0
,由Taylor展开式得

  Ŵ c
X
X0

2

=
5 | Ŵ( x ) |

5x

2

x= c
c
X
X0

2

+ ,, (51)

  1
H W

Ŵ c
X
X0

2

= O
X
X0

2

, (52)

  | f 1( x , am) - e
iX

0
x
| W O

Xc
p

X0

2

  ( Xc
p I R)# (53)

当均值 f p 的能量主要集中在低频时,此时
X

c
p

X0

2

n 1,上式中可忽略 O
X

c
p

X0

2

项,得

  f 1( x , am) U eiX0x# (54)

性质 9  设 f ( x ) = f p( x ) = fA ( x ) e
iX

0
x
,其中 f p 连续且f p I L

1
(R) , fA连续且f A I L

1
(R) ,

则

  | f 1( x , am) - fA ( x ) e
iX

0
x
| W O

Xc
A

X0

2

+ O
Xc
p

X0

2

# (55)

利用性质 7和性质 8很容易证明性质 9# 此处从略# 与性质 3相似,性质 7, 8, 9中可以使

用不同的小波进行变换和重构# 
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) f ( x ) = sin(8Px ) x 2 , ) f 1( x , am)        ) 011e- t sin(16Pt ) , ) f 1 ( t, am)

   ( a) f ( x ) = x 2sin( 8Px )           (b) f ( t) = e- t + 011e- tsin( 16Pt )

图 1  重构的信号波形( Mex ican hat小波[ 1] )

5  分析与讨论

由性质3可知,对于 f ( x ) = eiX0x 这类信号,只用一个尺度(正比于信号周期) 的小波变换

系数就可以准确重构# 由性质5可知, 对一般的周期函数而言, 用一个尺度的小波变换系数重

图 2 y ( t ) 随时间的变化

构的结果优于任何一项傅立叶级数# 

由性质 7、8、9可知, 对一般的非平稳周期函

数,只要振幅和均值的变化不特别剧烈,就可以用

一个尺度的小波变换系数重构出随振幅变化的波

形,而 Fourier 分析由于基是等振幅的, 不具备这

一功能# 图1中的计算结果表明: a) 振幅 fA W xd

时, b) 振幅 fA W e- t且时均值f p W e- t时,只用一

个尺度的小波变换系数就可以较精确地重构出随

振幅变化的波形# 

Forinash和Lang
[ 12]
用连续小波变换研究了离

散通气器模型的频率特征# 模型的解最后可简化为如下形式:

图 3  重构的基波和次谐波( Morlet小波)

  y ( t ) = y 0+ y 1+ y 2, (56)

其中 y 0 = g sech
2
( b - ct ) , y 1 = sech( b- ct ) cos( d - 2Pf t ) , y2 = - asech

2
( b - ct ) cos(2( d -

2Pf t ) )# 上式中基波和次谐波的振幅均随时间显著变化,而均值也随时间不断变化# 当 a =

019, b = 2, c = 015, d = 2, f = 2, g = 3时, y ( t ) 随时间的变化如图2所示# 由图 3可以发

现,利用性质 9可从 y ( t ) 中通过对应尺度的小波变换系数较精确地分别重构出基波和次谐波
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的波形(图中下标 r 表示重构的信号)# 计算中采用了分辨率较高的Morlet小波[ 1]
,它可较好

地克服基波和次谐波之间的相互干扰# 
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The Wavelet Transform of Periodic Function and

Nonstationary Periodic Function

LIU Hai_feng,  ZHOU Wei_xing,  WANG Fu_chen,  GONG Xin,  YU Zun_hong

( College of Resou rce and En vir onm ental En gineer ing , East China Un iver sity

of Science and Techn ology , Shanghai 200237, P R China )

Abstract: Some properties of the wavelet transform of trigonometric function, periodic function and

nonstationary periodic function have been investigated. The results show that the peak height and

width in wavelet energy spectrum of a periodic function are in proportion to its period. At the same

time, a new equation, which can truly reconstruct a trigonometric function with only one scale

wavelet coefficient, is presented. The reconstructed wave shape of a periodic function with the equa-

tion is better than any term of its Fourier series. And the reconstructed wave shape of a class of non-

stationary periodic function with the equation agress well with the function.

Key words: wavelet transform; periodic function; nonstationary periodic function; Fourier transform
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