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摘要:  提出了以拟序扰动序列逼近 N_S 方程定解问题渐近解的一种方法# 对 N_S 方程及其边界

条件的渐近拟序扰动序列解进行了讨论, 并应用此方法对球坐标系中的圆球绕流进行求解,改善

了渐近展开匹配方法,使匹配函数更容易确定# 改善后的阻力曲线与实测资料相比在雷诺数小于

等于 4@ 104以前完全吻合# 

关  键  词:  渐近展开匹配法;  拟序扰动;  N_S 方程;  圆球绕流

中图分类号:  O29; TB126   文献标识码:  A

引   言

渐近展开匹配法是在 Prandt l边界层理论基础之上发展起来的[ 1~ 3] # 60 年代之后 Van

Dyke 和 Kaplun分别提出了较实用的匹配原则[ 4, 5]# 但在渐近展开匹配法中, 因内外解求解复

杂和匹配函数选择困难, 又限制了此方法的应用范围, 特别是对高阶展开的匹配更是难以进

行# 以往在流动问题的研究中,一般以雷诺数为一尺度因子,流体内部的扰动量与雷诺数表达

一致,求解中不会出现扰动量函数# 但在实际流动问题中, 流体中的扰动量不仅与雷诺数相关

而且与流动边界条件有关,扰动量应根据雷诺数与流动边界条件共同确定# 一定的雷诺数所

激发的扰动量可以与雷诺数处于同一量级,但其表达方式与雷诺数不尽相同# 据此,本文提出

N_S方程关于雷诺数与扰动量拟序渐近解的形式,可通过扰动量函数对边界条件的匹配拟合,

确定拟序渐近解# 最后以圆球绕流问题的扰动量拟序渐近解的确定过程来说明改善渐近展开

匹配法的应用# 

1  尺度指标和渐近序列

对于不可压缩粘性流动问题, 在笛卡尔坐标流动域内应满足的基本方程为:

连续方程

  #̈V = 0, (1)

运动方程
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  5 V
5t + ( V# )̈ V = -

1
Q

p̈ + M̈ 2
V, (2)

其中, V为速度矢量, t为时间变量, ¨= i5/5x + j5/5 y + k5/ 5z 为向量算子, Q为流体密度,

p 为压强, M为运动粘性系数, ¨2
= 52/5x 2+ 52/ 5y 2+ 52/ 5z 2为拉普拉斯算子# 

在流动域固边界上满足无滑移条件为:

  V | #
1
= 0, (3)

其中 , #1 为固边界# 

在流动域内远离固边界的流动边界上满足有势流动条件为:

  V | #
2
= U, (4)

其中, #2 为流动边界, U为流动边界上的速度# 

将以上定解问题无量纲化

  

c̈#Vc= 0,

5 Vc
5 tc + ( Vc# c̈) Vc = - c̈pc+ 1

Re
c̈2 Vc,

Vc | #
1
= 0,

Vc | #
2
= Uc,

(5)

其中,无量纲变量分别为

  Vc =
V
U0
, tc =

tU0
L
, pc =

p
QU20

, c̈ = L ,̈ Re =
U0L

M
, Uc= U

U0
, (6)

U0 为特征速度, L 为特征长度, Re为(Reynolds) 雷诺数, 为书写简便省去无量纲变量上的/ c0

号# 并以速度势函数 5 表示,则有

  

#̈( ¨@ 5 ) = 0,

¨@ [ ( ¨@ 5 )# ]̈ ( ¨@ 5 ) =
1
Re
¨@ [ ¨2( ¨@ 5 ) ] ,

¨@ 5 | #
1
= 0,

¨@ 5 | #
2
= U,

(7)

其中, 5 = �( x, W) , x 为无量纲坐标变量, W为速度势函数分量# 

在小雷诺数情况下, 一般假设 Poincar�形式的解

  W= W( x, Re) = E
]

n= 0

Re
nWn ( x) (8)

满足( 7)式, 依次求解 Re 同次幂前各项可确定(8) 式中各项,但在大雷诺数情况下, ( 8) 式则完

全失效# 一般认为在固边界附近Re较小, (8) 式在此区域内仍有效,而在远离固边界的区域,

Re则有可能很大, 显然无法用 Re 这样一个尺度指标同时描述两种不同的尺度 # 根据

Stokes(1851) 理论[ 6]

  Rex = O(1) , (9)

于是, 在远离边界的大雷诺数区可作 1/ Re的缩小变换, 求解两组不同尺度方程和两组边界条

件的定解问题, 通过匹配原则确定流动区域上的一致有效解# 在这种渐近展开匹配法中内、

外解求解复杂, 匹配函数选择困难, 对高阶项匹配函数的选择没有一定规律, 使此方法使用受

到局限# 

基于以上讨论, 引入拟序扰动量概念,使流动问题与雷诺数和扰动量函数有关# 设解的形
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式为

  W= W[ ( x, Re, E( x | #
1
+ #

2
, Re) ] , (10)

其中, E为与边界条件和雷诺数有关的扰动函数# 考虑 E的拟序渐近序列,上式改写为

  W= E
m

Em( x | #
1
+ #

2
, Re) Wm( x , Re) =

      E
n

Re
n E

m

Em( x | #
1
+ #

2
, Re) Wnm( x) , (11)

其中 Em( x | #
1
+ #

2
, Re) 为关于 Re的拟序扰动序列,序列各项线性无关, 且当 m与n同阶次, 量

级相当# (11) 式所构造的渐近序列, 在 Re较小时, 扰动函数趋于零, 与(8) 式相同# 当 Re

较大时 Em也较大, 具有 ] _] 不定式形态, 由边界条件确定扰动函数, 其前 n项仍可保证近

似效果# 

2  球体的绕流问题

作为以上拟序扰动渐近序列推导的一个例证,我们研究不可压缩、粘性均匀来流的球体

绕流经典问题的渐近解# 对这个问题 Stokes早在 1851年就给出了在小雷诺数情况下的 Stokes

解,直到 1910年 Oseen才提出在雷诺数不是非常小时计及惯性项影响的Oseen解
[ 7~ 9]

,这两个

解的零阶渐近展开虽然能分别适应边界条件,但对不同雷诺数在整个流动域内非一致有效,尤

其高阶渐近展开中在满足边界条件上会出问题
[ 10, 11]

, 事实上, 这是由于在研究问题的前提假

设中已限定了它们的适用区域# 从粘性流动的物理概念上讲, Stokes解适用于内部区域, Oseen

解适用于外部区域,应用Van Dyke的匹配原则,可以匹配得到在整个流动域内一致有效的关

于 Re的 1阶渐近展开式# 由于匹配函数的确定毫无规律, 直到 1957年 Kaplun和 Lagerstrom

与Proudman和 Pearson 才几乎同时发现更高一阶的匹配函数 Re
2 lg( Re) [ 12, 13] , 但要继续研究

更高阶展开, 只凭无规律的寻找匹配函数似乎缺乏严谨的逻辑性, 如Chester和Breach 1969年

算到 Re
3
lg( Re) 项

[ 14]
, 但被怀疑其正确性# 

3  球体绕流问题的渐近序列

引入球坐标系, 重新定义

¨=
5
5r e1+

5
r5He2+

1
rsinH

5
5Ue3

为球坐标系下的向量算子, ( 7)式可表达为下式

#̈( ¨@ 5 ) = 0,

¨@ [ ( ¨@ 5 )# ]̈ ( ¨@ 5 ) + ¨@ 1
r
( ¨@ 5 ) @ [ ( ¨@ 5 )�A ] =

  1
Re
¨@ [ ¨2( ¨@ 5 ) ] + ¨@ 2

r
2�D @ ( ¨@ 5 ) -

  ¨@
2

r
2 ( ¨@ 5 ) +

2

r
2 ( ¨@ 5 )�B ,

¨@ 5 | r= 1 = 0,

¨@ 5 | r y ] = 1,

(12)

其中,
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�A =

0 0 0

0 0 - 1

- cotH 1 0

, �B =

0 0 0

cotH
cos2H
2sin2H

0

0 0 cos2H
2sin2H

,

�D =
cosH
sin2H

5
5 U, -

1
sinH

5
5U,

5
5H , 5 = 0, 0,

W( r , H)
r sinH # 

(13)

球半径 a 为特征长度,无穷远流速 U0 为特征速度# 引入符号

  

g̈ ( W, W) = ¨@ [ ( ¨@ 5 )# ]̈ ( ¨@ 5 ) +

  ¨@ 1
r
( ¨@ 5 ) @ [ ( ¨@ 5 )�A ] ,

f̈ ( W) = ¨@ [ ¨2( ¨@ 5 ) ] + ¨@ 2
r
2�D @ ( ¨@ 5 ) -

  ¨@
2

r
2 ( ¨@ 5 ) +

2

r
2 ( ¨@ 5 )�B ,

(14)

其中, W与 5 的关系由(13) 确定,代入(12) 式, 则

  

f̈ ( W) = Re g̈( W, W) ,

W| r= 1 = 0,

W| r y ] =
1
2 r

2
sin

2
H# 

(15)

并分别以 ReE组合阶次的渐近序列展开控制方程和边界条件得

  

Re
0   f̈ W00 = 0,

Re
0   W00 | r= 1 = 0, Wc

00 | r= 1 = 0,

    E0W00 | r y ] =
1
2
r
2sinH;

(16)

  

Re
0E1  f̈ W01 = 0,

Re
1E0  f̈ W10 = E0 g̈ ( W00, W00) ,

Re
1   Wnm | r= 1 = 0, W

c
nm | r= 1 = 0,   m + n = 1;

    ( ReW10+ E1 W01) | r y ] y 0,

(17)

  

Re
0
E2  f̈ W02 = 0,

Re
1E1  f̈ W11 = E0 g̈ ( W00, W01) + E0 g̈( W01, W00) ,

Re
2E0  f̈ W20 = E0 g̈ ( W00, W10) + E g̈ ( W10, W00) ,

Re
2   Wnm | r= 1 = 0, Wc

nm | r= 1 = 0,   n + m = 2;

    ( Re
2
W20+ RE1W11+ E2 W02) | r y ] = 0,

(18)

  ,,# 

由( 17)第 1、2式可得

  W00 = C00 2r
2
- 3r +

1
r
sinH# (19)

( 19)代入( 16)第 3式可直接匹配求得

  E0 = 1, C 00 =
1
4# 
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( 19)式为 Stokes解# 

由( 17)第 1、2、3式可得

  W10 = -
3
32

2r2- 3r + 1 -
1
r
+

1

r
2 sinHcosH, (20)

  W01 = C01 2r
2
- 3r + 1

r
sin2H, (21)

代入( 17)第 4式可直接匹配求得

  E1 = Re, C01 =
3
32

# 

这样避免了Whitehead佯谬,得到了 Stokes_Oseen解# 

由( 18)式第 1、2、3、4式得

  W11 =
1
32

C3 r
3
+ C0+ D2r

2
- 6r2 + 9r +

3
r
sin2HcosH, (22)

  W02 = C02 2r
2
- 3r +

1
r
sin2H, (23)

  W20 = C2r
2
+ C1 r + D1r

- 1
-

1
32
r
3
+

9
80
r
2lgr -

9
560

r
- 1lg r -

      3
512

r
- 2
+

521
179 200

r
- 3lgr sin2H+ D

c
1r

- 1
+ D3r

- 3
-

1
32
r
3
+

129
1 280

r
2
-

      33
256

r +
3
32

-
9
280

r
- 1lgr -

3
512

r
- 2
-

3
448

r
- 3lgr sin2Hcos2H, (24)

其中, C、D 是相应下标的待定系数# 当 C 下标 \ 2时待定系数由 r y ] 条件确定,当 C下

标< 2时,待定系数由固边界无滑移条件确定, D均由固边界无滑移条件确定(以下均同)# 比

较Proudman和 Pearson与 Chester 和 Breach的 Re
2 项, 形式完全相同# 代入固边界条件得

  C0 = -
1
32
(80C3 + 3) , D2 =

3
32
(16C3- 1) ,

  D1 =
1

179 200
(89 600C2+ 4 743) , C 1 =

3
12 800

(- 6 400C2+ 83) ,

  D
c
1 = -

669
35 840

, D3 =
353

35 840
# 

满足相应情况的无穷远边界条件, 对 r
3、r 2前与 Re无关的待定系数可直接匹配得

  lim
r y ]

O( r
3
) y 0, C3 = 2,

  lim
r y ]

O( r
2
) y 0, C2 =

111
1 280

# 

显然, r
2lgr 项无法直接与E2r

2 项匹配# 但根据(9) 式 Rer = O(1) 为惯性力与粘性力量级之

比,当 r y ] 时,可用 1/ Re y ] 代替,通过变换后直接匹配得

  C02 =
9
160

, E2 = Re
2lgRe,

进而可以确定出 Re
0
~ Re

2的渐近解

  W= W00 + Re( W01+ W10) + Re
2
( W11+ W20) + Re

2lgReW02+ O( Re
3
)# (25)

由( 25)式可以得到阻力系数 CD 的公式,为便于与前人公式进行比较,将 Re
2项归入高阶

项得[ 9]

  CD =
F

015QU0(Pa2)
=

12
Re

1 +
3
8
Re +

9
40
Re

2lgRe + O( Re
2
) # (26)
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通过以上推导可以看出, 本文提出的拟序渐近序列若采用直接匹配法得出的渐近解与传

统内、外解直接匹配方法所得到的结果完全相同, 证明本文提出定解问题的拟序渐近序列是正

确的# 

4  改善的匹配方法

在直接匹配方法中, 渐近序列解前两阶匹配在整个流动区域一致逼近, 第 3 阶匹配用

1/ Re替代r 所做的缩小变换选择的只是Re = O(1) 的特殊情况,只在 Re较小, r y ] 时,满足

边界条件,但没有表现出在整个流动区域一致逼近的情况# 为改善匹配条件取 r = (1/ cRe) n

的匹配缩小变化,其中 c、n为考虑脱体扰动时匹配的待定系数# 

采用最佳平方逼近

  I ( E2) = Q
(1/ cRe )

n

1

9Re2

80
r
2lg r + 2C02E2r

2
+ Re

2
C2r

2 sin2H-

      Re
2 6
32
r
2
sin

2
HcosH+ Re

2 129
1 280

r
2
sin

2
Hcos

2
H

2

dr , (27)

其中 E2、C02、C2 需要由5I ( E2) / 5E2 = 0条件确定,可得

  E2 = Re
2 nlg( cRe)

1- ( cRe)
5n, C02 =

9
160

, C2 =
699
6 400

,

则阻力系数公式为

  CD =
12
Re

1 + 3
8
Re +

9
40
Re

2 nlg( Re)
1- ( cRe)

5n + O(Re
2
) # (28)

利用 Re y ] 时 CD 为有限值和 Re在临界雷诺数时CD 取得极小值条件得

  n = 01233, c = 01336,
得到阻力系数关于雷诺数的变化曲线(如图 1其中 Re e = U0D / M= 2U0a/ M= 2Re)# 可见在

雷诺数小于4 @ 104以前与实验值吻合很好; 在大于4 @ 104以后阻力曲线偏离实验值,但对于雷

诺数小于 4 @ 104以前的阻力系数曲线已经有了很大的改进# 图 2、图 3为改善匹配方法后不

同雷诺数情况下的流线分布, 与实际情况基本一致# 

图 1  圆球绕流阻力系数 CD曲线
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图 2  ( Ree = 1) 圆球绕流场        图 3  ( Ree = 2 000) 圆球绕流场

5  球体拟序扰动渐近序列阻力曲线的分析

为比较改善匹配前后得到的阻力曲线的差异
[ 15, 16]

, 考虑以下几种情况

( 1) Re的 0阶近似

  CD =
24
Re e

; (29)

( 2) Re的 1阶近似

  CD =
24
Re e

1-
3
16
Re e ; (30)

( 3) 由 r = 1/ Re的原匹配方法Re 的2阶近似

  CD =
24
Re e

1+
3
16
Re e+

9
160

Re
2
e lg

Re e

2
; (31)

( 4) 由 r = (1/ cRe) n 的改善匹配方法Re的 2阶近似

  CD =
24
Re e

1+
3
16
Re e+

9
160

Re
2
e

nlg( cRe e / 2)

1 - ( cRe e/ 2)
5n ; (32)

其中

  n = 01233, c = 01336# 
在图 1中可以看出 Re的0阶近似阻力系数曲线(29) 式只适用于 Re e [ 1, Re的 1阶近似

阻力系数曲线(30) 式在 Re e [ 6时适用,而 Re的 2阶原匹配方法近似阻力系数曲线(31) 式在

Re e [ 2时适用,适用范围反小于 Re的1阶近似,显然存在问题# Re的2阶改善后的匹配方法

渐近解,使阻力系数曲线(32) 式 Re e [ 4 @ 104时适用,显著改善了阻力曲线的适用范围# 

6  结   论

( 1) 本文提出了采用拟序扰动渐近序列与雷诺数展开相结合的渐近式作为N_S方程一般

渐近解的形式, 并通过边界条件可确定扰动函数形式# 

( 2) 以球体绕流问题给出了拟序扰动渐近序列的展开求解方法,提出了高阶匹配的改善

方法# 

( 3) 应用改善后的匹配方法显著改善圆球阻力系数公式, 计算结果与实测资料的比较表
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明,使阻力系数公式原适用范围由 Re e [ 6推广到 Re e [ 4 @ 104# 
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Series Perturbations Approximate Solutions to N_S

Equations and Modification to Asymptotic

Expansion Matched Method

LI Da_ming1,  ZHANG Hong_ping1,  GAO Yong_xiang2

( 11School of Civ il En gin eer ing , Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P R China ;

21 School of Machin er y Engineerin g , T ianjin Un iver sity , Tianjin 300072, P R China )

Abstract: A method that series perturbations approximate solutions to N_S equations with boundary

conditions was discussed and adopted. Then the method was proved in which the asymptotic solutions

of viscous fluid flow past a sphere were deducted. By the ameliorative asymptotic expansion matched

method, the matched functions are determined easily and the ameliorative curve of drag coefficient is

coincident well with measured data in the case that Reynolds number is less than or equal to 40 000.

Key words: asymptotic expansion matched method; series perturbation; N_S equation; viscous fluid

flow past a sphere
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