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摘要:  考虑热传导系数随温度变化, 建立了非线性二维稳态导热反问题数值计算模型# 并把混

沌优化方法和梯度正则化方法相结合,构成一种混沌_正则化混合算法求该计算模型的全局解# 以

热传导系数随温度线性变化为例,由布置在结构边界上的观测点温度信息确定了结构材料热传导

系数及其随温度变化规律# 结果表明混合算法计算结果与初值无关, 具有很好的全局寻优性能,

而且计算量远比经典遗传算法和单纯采用混沌优化方法小# 

关  键  词:  逆问题;  导热反问题;  导热系数;  全局最优;  混合法/混沌优化方法;

梯度正则化方法
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引   言

热传导系数是材料的重要热物性参数,是定量分析热传导过程所必须的# 60年代以来,

根据物体内部和(或)表面温度测量值确定热传导系数受到了人们的重视[ 1~ 8]# 目前, 对一维

情况研究较多, 其中有些学者研究了热传导系数随温度变化的一维非线性导热反问题[ 4~ 5]# 

文献[ 4]提出联合采用有限元法和 Davidon_Fletcher_Powell方法由观测温度确定随温度变化的

热传导系数,但是正如该文所指出的,其预测结果对初始选择相当敏感,为得到一个好的计算

结果通常需要一个好的热传导系数初始猜测值# 考虑到内部测点比边界测点布置困难, 文献

[ 5]采用 Laplace变换技术和控制容积法的混合数值策略对一维导热问题进行了研究, 仅由材

料边界测量温度确定随温度变化的热传导系数# 对多维导热反问题研究仍然处于起步不久阶

段[ 7]# 多维情况下, 由观测温度确定随温度变化的热传导系数这类非线性导热逆问题的研究

还很少见到报道[ 8]# 

本文联合采用混沌优化方法和梯度正则化方法,求解非线性二维稳态导热反问题,由温度

观测信息确定结构材料热传导系数随温度变化规律# 仿真结果表明该方法是可行的, 且具有
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比单纯混沌优化方法和经典遗传算法更高的计算效率# 

1  非线性二维稳态导热反问题的数学模型

111  非线性二维稳态导热反问题的一般表述

一般地,二维稳态导热反问题可以由导热定解方程( 1) ~ ( 4)和附加条件( 5)描述如下:

  5
5x K( T , x )

5T ( x )
5x +

5
5 y K( T , x )

5T( x )
5y + qv ( x ) = 0   x I 8 , (1)

  T ( x ) = �T ( x ) x I 5 81, (2)

  5T( x )
5n = q ( x ) x I 5 82, (3)

  5T( x )
5n = h( x ) [ Tf ( x ) - T ( x ) ] x I 5 83, (4)

  T ( xi ) = Tm( x i )   x i I 5 8c ( i = 1, 2, ,, M) , (5)

式中: T、K、qv 分别是温度场分布函数、热传导系数、内热源强度, �T、q、h、Tf 给出第一、二、三

类边界条件, Tm是 5 8c上测点的温度测量值,测点总数为 M# 

当热传导系数随温度变化时, 导热方程( 1) ~ ( 4)描述的是非线性稳态导热问题# 工程上,

很多材料的热传导系数是温度的线性函数

  K= K0(1+ BT) , (6)

本文研究由观测温度确定 K0和 B 这种反问题# 

112  本文所采用的导热反问题数学模型
采用最优控制解[ 9]的概念定义反问题的解,即考虑到观测数据噪音的客观存在,认为反问

题的解能满足正问题定解方程( 1) ~ ( 4) ,而只能近似满足附加方程( 5) ,指标是使附加方程两

端偏差 J 最小# 其中

  J = + T- Tm +2
2 = E

M

i= 1
( T( xi ) - T m( x i ) )

2   xi I 5 8c ( i = 1, 2, ,, M )# (7)

定解方程( 1) ~ ( 4)采用数值方法, 如有限元方法,进行离散求解时,转化为求解方程组

  [ K( K) ] T = P , (8)

式中: K 是热传导矩阵, 是热传导系数的函数, P 是右端载荷向量, 其分量为

  K ij = E
e

K
e
ij + E

e

H
e
ij , P i = E

e

P
e
qi + E

e

P
e
H i + E

e

P
e
Qi ,

  K
e
ij = Q8

e K
5N i

5x
5Nj

5x + K
5N i

5y
5N j

5 y d 8, H
e
ij = Q5 8e

3

hN iNjd #,

  P
e
qi = Q5 8e

2

N iqd # , P
e
Hi = Q5 8e

3

N ihTf d # , P
e
Qi = Q8e

N iqvd 8 ,

K
e
ij、H

e
ij 分别是各单元和第三类热交换边界条件对热传导矩阵的贡献, P

e
qi、P

e
H i、P

e
Qi 分别是给定

热流、热交换以及热源引起的温度载荷, N i是单元形函数# 

同时,对于具体问题,大都能利用先验知识得到 K0、B 具有实际物理意义的上、下界

  Kl
0 [ K0 [ Ku0, B

l [ B [ B
u# (9)

从而导热反问题计算模型可以用式( 10)描述,即以方程( 8)和紧约束式( 9)为约束条件,求

由式( 7)定义的指标 J 最小的优化问题# 

  minJ = E
M

i= 1

( T( x i ) - Tm( x i ) )
2   xi I 5 8c ( i = 1, 2, ,, M ) ,
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  s. t.  [ K( K0, B, T) ] T = P , (10)

  K
l
0 [ K0 [ K

u
0, B

l [ B [ B
u# 

2  本文提出的反问题混合求解方法

反问题求解的最大困难来自于反问题的不适定性# 由测点温度观测值确定随温度变化的

热传导系数,其拟合函数 J 是非凸的,具有多极值性[ 4] # 采用梯度正则化方法、DFP 方法等求

解时, 在没有足够多的先验信息给出好的初始猜测值时,不能保证收敛到全局最优, 计算结果

常常与初始猜测有关# 尽管如此, 目前梯度正则化方法仍然不失为一种较为有效的反演求解

方法,能够较好地处理反问题的不适定性问题,收敛速度快# 正则化方法[ 10]理论成熟,已经被

广泛用于反问题求解中
[ 11~ 13]# 混沌是存在于非线性系统中的一种较为普遍的现象# 研究表

明,混沌并不是错综复杂、杂乱无章的一片混乱,而是具有精致的内在结构[ 14]# 混沌运动具有

遍历性,在一定范围内按其/自身的规律0不重复地遍历所有状态,因此利用混沌变量进行优化

搜索能够跳出局部最优# 目前,利用混沌进行优化这方面的研究还较少[ 15]# 文[ 15]曾采用载

波的混沌变量提出一种混沌优化方法# 利用混沌变量的遍历性,总可以搜索到最优解,但是某

些状态需要很长时间才能达到,如果最优值在这些状态时, 计算量可能是很大的[ 15]# 

总体考虑梯度正则化方法和混沌优化方法的优缺点, 本文采用梯度正则化方法和混沌优

化方法联合求解非线性导热反问题# 

211  梯度正则化方法

对于不考虑由先验信息给出的待求参数的变化范围,而建立的反演模型( 11) , 梯度正则化

方法的主要求解步骤如下:

  minJ = +T- Tm +2
2,

  s. t.  [ K( p) ] T = P # (11)

step1  给待求参数赋初值 p0 = ( p 01, ,, p 0n)
T
,并求目标函数 J ( p0) , 若 J (p 0) [ E1则 p

= p0 即为所求,计算结束;否则执行 step2# 

step2  形成线性迭代控制方程 ADp = Tm- T0# 其中 A是观测函数T 对待求参量p 的

Frechet导数,离散后即为 Jacobi矩阵,元素A ij = 5T( xi ) /5pj ; Tm = (Tm( x 1) , ,, Tm( xM ) )
T
, T0

= (T 0( x 1) , ,, T 0( xM) )
T# 

step3  采用正则化方法求方程 ADp = Tm - T0 的正则解得迭代步增量Dp ,使得 J ( p0+

Dp) < J (p 0) 成立# 

step4  收敛判断:若式( 12)中有任何一式成立,则令 p = p0+ Dp ,计算结束;否则, 令 p0

= p0 + Dp ,转 step2# 

  

J (p 0+ Dp) [ E1,

+ J̈ + = +A
T
( Tm - T0) + [ E2,

+Dp + / +p0 + [ E3# 

(12)

212  混沌优化方法

  minJ ( p) ,

  s. t.  p
l
i [ p [ p

u
i# (13)

求解具有简单边界约束的优化问题( 13)的混沌优化方法的主要步骤如下:
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step1  随机生成 n 个具有微小差异的初值 t
0
i I [ 0, 1] , i = 1, ,, n,置 k = 0# 

step2  按照由Logistic映射式( 14)进行混沌运动得混沌变量值 t
k+ 1
i , i = 1, ,, n# 

  t
k+ 1

= 4tk (1- t
k
)   0 [ t

0 [ 1 ( k = 0, 1, 2, 3, ,)# (14)

step3  p
k
i = ci + dit

k
i ,即求与区间[ 0, 1] 上的混沌变量值对应的区间[ p

l
i , p

u
i ] 上的待求变

量值,式中 ci、d i 均为常数# 

step4  若 k = 1,则令 p
*
= p

1
,并求 J

*
= J (p

*
) , 其中 p

*
= ( p

*
1 , ,, p

*
n )

T
, p

1
= ( p

1
1,

,, p
1
n )

T
;否则转 step5# 

step5  计算 J ( p
k
) , 其中 p

k
= ( p

k
1, p

k
2, ,, p

k
n)

T
; 如果 J ( p

k
) < J

*
, 则 p

*
i = p

k
i , J

*
=

J ( p
k
) ,否则 p

* 和 J
* 保持不变# 

step6  k = k + 1,若 J
* [ E1,或经过 m 步搜索J

* 保持不变,则计算结束# 

213  非线性热传导反问题的混合求解算法
本文采用如下混合算法求解反演模型( 10)# 对于本文问题, n = 2, p = ( p 1, p 2)

T
= ( K0,

B )
T# 

step1  给待定参量 p 赋初值p
0# p

0 可以人为给出,也可以在式(9) 限定的区间内随机产

生# 

step2  用梯度正则化方法求得正则解 p
* # 

step3  若 p
l
i [ p

*
i [ p

u
i , p

*
i 保持不变;否则,若 p

*
i < p

l
i ,取 p

*
i = p

l
i , 若 p

*
i > p

u
i , 取 p

*
i

= p
u
i# 

step4  采用变换 t
c
i = ( pi - c i ) / di , 把待求变量由所给取值范围[ p

l
i , p

u
i ] 变换到混沌变量

t 的取值范围[ 0, 1]# 

step5  令 t
0
i = t

c
i ,进行混沌搜索若干步,若搜索不到比 p

*
更好的点, 则计算结束;否则以

所搜索到的更好点取代 p
*
, 然后置 p

0
= p

*
,转 step2# 

3  算   例

参考文献[ 16] ,采用如下算例对混合法性能进行考察# 

例  一正方形截面的无限长柱体, 柱体材料热传导系数随温度变化, K= K0(1 + BT ) ,截

面边长0. 15m,底面CD为绝热边界,右面 BD外介质温度Tf = 85 e , 介质对表面的放热系数 A

= 160W/m2#e , 左侧面 CA、上侧面AB的表面温度已知# T 1= 404. 7 e , T 5= 394. 9 e , T 9=

363. 0 e , T 13 = 300. 3 e , T 14 = 239. 0 e , T 15 = 206. 7 e , T 16 = 190. 4 e # 由非第一类边界点

观测温度确定 K0 和 B# 

采用两个温度观测数据, 并把 2、3两点作为放置热偶计的观测点# 假设柱体导热系数 K

= K0(1+ BT ) = 100(1+ 01001T ) [W/ ( m#e ) ] ,采用有限元进行非线性温度场计算可得到边界

点2、3的温度值 T
*
= ( T

*
2 , T

*
3 ) = [ 343. 994, 301. 918] e # 单元类型采用四边形等参元# 

进行模拟计算时,变量 K0、B 的上、下界分别取 Kl
0 = 1, Ku0 = 1 000, B

l
= 01000 1, B

u
=

0101# 
采用混合方法计算时,取 m = 150, 即混沌搜索150次帮助梯度正则化方法跳出局部最优,

由 T
* 反演计算结果如表 1示# 表 1仅列出由几个初值出发时的计算结果、计算量情况# 实

际计算时, 采用随机数生成方式在所给定变量区间内产生 30个初值分别进行计算, 混合算法
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迭代 2 ~ 4次均收敛于精确值附近# 

  图 1  某无限长柱体断面图

  表 1 混合法计算结果

初   值 计 算 值 niter ndirect 耗时

K0 B ( @ 10- 3) K0 B ( @ 10- 3) N i/ 次 N s / 次 t / s

150 20 100. 002 0. 999 98 3 957 9. 34

20 0. 5 100. 001 0. 999 97 2 653 7. 19

500 0. 1 100. 002 0. 999 98 2 629 6. 70

500 0. 5 100. 001 1. 000 00 3 965 9. 88

5 70 100. 002 0. 999 97 2 653 7. 08

10 40 100. 003 0. 999 94 3 957 9. 94

 注: niter、ndirect是混合算法迭代次数和正问题计算次数# 

而采用最优个体保存遗传算法计算,取种群大小为 120, 交叉概率 0. 95,变异概率 0. 05,各变

量采用长度为14的二进制串描述,由 T
* 遗传进化计算 50代搜索到[ K0, B] = [ 991235, 11019 @

10
- 3
]# 共计算的 6 050次正问题,计算时间为 47. 68 s,目标函数值为 2.459 @ 10

- 4# 

单纯采用混沌优化方法 ,搜索 105次 ,计算105 次正问题 ,结果为[ 97. 714, 11053@ 10- 3]# 

可见混合方法比遗传算法计算量小,搜索效率高# 梯度正则化方法具有较快的收敛速度,

混合算法的计算量主要花费在混沌搜索帮助梯度正则化方法跳出局部最优上# 同时, 混合方

法不存在文[ 5]中反演结果与初始值有关的缺陷, 计算表明从任意初值出发, 对于适当大的混

沌搜索次数 m 都能收敛到最优解,而且有先验信息能提供/好0的初值时可以减小计算量# 现

在进一步说明混合方法比梯度正则化方法在全局收敛性上具有优势:从初值 [ K0, B] = [ 500,

5. 0 @ 10- 4
] 计算,梯度正则化搜索结果为[ K0, B ] = [- 6. 841 @ 108, - 9. 731 @ 10- 4

] , 目标函

数为 241753, 这是一个不合理的局部极值点,并非所要求的最优解# 而由该同一初值出发, 混

合方法可以搜索到全局最优解[ K0, B] = [ 100. 001, 1. 000 @ 10- 3
]# 

4  讨   论

梯度正则化方法是一种较为有效的反演求解方法, 能够较好地处理反问题的不适定性问

题,收敛速度快# 而如何在计算过程中利用先验信息, 在迭代求解中合理限制变量的取值范围

仍然需要研究# 而且,由于非线性导热反问题目标函数的复杂性,往往具有多极值, 从某一初

值出发,其搜索结果可能是局部极值,而非全局最优# 单纯采用混沌优化方法求解反问题,可

以搜索到求解最优, 但是其计算量可能非常大# 本文把二者结合,能有效地求解本文提出的考

虑先验信息的反演模型, 既保留了梯度正则化方法求解的数值稳定性和计算效率高的特性,

又利用混沌变量的遍历性帮助梯度正则化方法跳出局部最优, 使其具有全局搜索能力# 数

值模拟表明, 该混合方法计算量也大大小于采用遗传算法和单纯采用混沌优化方法求解同类

问题# 混合方法的计算量主要花费在混沌优化帮助梯度正则化方法跳出局部最优上# 

本文研究的非线性二维稳态导热反问题, 属于非线性椭圆算子方程反问题, 具有数学上的不适

定性# 而识别椭圆方程算子参数比识别双曲方程算子参数和抛物方程算子参数困难[ 17]# 本文方法

完全可以用于求解多维非线性瞬态导热反问题, 只是正问题即非线性导热定解方程求解部分不同# 
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Abstract: A numerical model of nonlinear two_dimensional steady inverse heat conduction problem

was established considering the thermal conductivity changing with temperature. Combining the chaos

optimization algorithmwith the gradient regularization method, a chaos_regularization hybrid algorithm

was proposed to solve the established numerical model. The hybrid algorithm can give attention to

both the advantages of chaotic optimization algorithm and those of gradient regularization method.

The chaos optimization algorithm was used to help the gradient regularization method to escape from

local optima in the hybrid algorithm. Under the assumption of temperature_dependent thermal conduc-

tivity changing with temperature in linear rule, the thermal conductivity and the linear rule were est-i

mated by using the present method with the aid of boundary temperature measurements. Numerical

simulation results show that good estimation on the thermal conductivity and the linear function can be

obtained with arbitrary initial guess values, and that the present hybrid algorithm is much more eff-i

cient than conventional genetic algorithm and chaos optimization algorithm.

Key words: inverse problem; inverse heat conduction problem; thermal conductivity; global opt-i

mum; hybrid algorithm; chaos optimization algorithm; gradient regularization method
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