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摘要:  基于弹性接触问题的三变量(应力, 位移, 接触边界位移)对偶混合变分形式, 对混合有限

元离散化的单边约束问题,提出了一种 Uzawa型算法# 首先证明了迭代算法的收敛性, 然后用数值

例子验证了迭代算法的有效性# 
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引   言

用混合有限元方法求解弹性力学问题, 其优点在于可同时求解位移, 应力等物理量# 对

于弹性接触问题, 文献[ 1] , [ 2]给出了一种新的对偶混合变分形式, 以及相应的混合有限元

分析# 用这种混合变分模型能同时求出应力,位移和接触边界位移# 本文基于这种混合变分

模型的有限元离散形式, 对单边约束问题,提出了一种Uzawa型算法# 文章首先从理论上导出

了这种方法的具体迭代公式, 并给出了该迭代算法的收敛性证明# 然后,用数值例子验证了该

迭代算法的有效性# 

1  单边约束问题[ 3]

  

- $�u = f   (在 8 内) ,

�u = 0  (在 #D 上) ,  5�u
5 n = t  (在 #F 上) ,

�u - g \ 0,  5�u
5 n \ 0   (在 #C 上) ,

5�u
5 n (�u - g) = 0   (在 #C上)# 

(1)

其中 n 是 8边界5 8 上的单位外法向量# 文献[ 2] 给出了如下与(1) 等价的对偶混合变分形

式及其相应的有限元离散形式# 

求 R I Q t , �u I L
2
( 8) , K I + ,使得[ 2]
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  L ( R;�v , L) [ L ( R; �u, K) [ L ( S; �u , K) ,

( P S I Q0, �v I L
2
( 8) , L I + ) , (2)

这里   L ( S;�v , L) = J 0( S) + (divS, �v ) + 3Sn, L4#
C
,

  J 0( S) =
1
2
( S, S) - 3Sn , g4#

C
+ ( f , divS+ �v) , S = ¨�v ,  Sn = S# n ,

  Q0 = S I H (div, 8 ) | S# n = 0, 在 #F 上 ,

  Qt = S I H ( div, 8 ) | S# n = t 在 #F 上 ,

  + = L I H
1/ 2
00 ( #C) | L [ 0,在 #C 上 ,

  H
1/ 2
00 ( #C ) = L I H

1/ 2
( #C) | Q- 1/ 2L I L

2
( #C) # 

H
1/ 2
00 ( #C) 的范数定义为: 00 +L+1/ 2, #

C
= +L+2

1/ 2, #
C
+ +d

- 1/ 2L+2
0, #

C

1/ 2
, 其中 d 可取

为 #C 上的点到 #C 端点之距离
[ 4]、[ 5]、[ 6]# 

设 8 < R
2 是一个有界区域,对 8 作三角形剖分,问题(2) 的有限元离散形式为

求 Rh I Q
h
t , �uh I L

2
h, Kh I +h 使得

[ 2]

  L ( Rh; �vh, Lh ) [ L( Rh ; �uh , Kh) [ L ( Sh; �uh, Kh )

( P Sh I Q
h
0, �vh I L

2
h , Lh I Ph) , (3)

这里 Q
h
0 = Q0 H Qh, Q

h
t = Qt H Qh , +h = Mh H +# 而 Qh, L

2
h, Mh分别是H (div, 8) , L2

( 8) ,

H
1/ 2
00 ( #C) 的有限元子空间# Qh取Raviart_Thomas不完全2次多项式空间; L

2
h取分片常数空间;

Mh 取H
1/ 2
00 ( #C) 上连续的分段线性函数子空间# 

通常构造有限元子空间 Qh 的一个重要的前提条件是使离散形式的B_B条件成立[ 7]
,而满

足该条件的关键在于定义一个从H ( div, 8 ) y 8h 的插值算子 Ph 使

  b ( S- PhS;�vh, Lh ) = 0   ( P�vh I L
2
h, Lh I +h )# (4)

  +PhS+H (div, 8 ) [ C +S+H( div, 8 )   ( PS I H (div, 8 ) )# (5)

即对于 PPhS I Qh 有

  Q8
div( S- PhS)�vhdx + Q#

C

( Sn- PhSn) Lhds = 0   ( P�vh I L
2
h, Lh I +h)# (6)

可令

  Q8
div( S- PhS)�vhdx = 0   ( P�vh I L

2
h) , (7)

  Q#
C

( Sn - ( PhS) n) Lhds = 0   ( PLh I +h )# (8)

由于 ( PhS) n在#C的每一个剖分单元上是线性函数,从而可得 PhSn I L
2
( �C)# 于是可进一步

令

  Qe
div( S- PhS)�vhdx = 0   ( P�vh I P 0( e) ) , (9)

  Ql
( Sn- ( PhS) n) Lhds = 0   ( PLh I P 1( l ) ) , (10)

这里 e为任一三角形单元, 它的三边用 ei 表示( i = 1, 2, 3)# l为对应于三角形剖分在 #C 上的

线段剖分单元# Pk( s ) 为限制在 s 上的 k 次多项式# 当�vh取分片线性函数, Lh 取#C上的连

续分段线性函数时, 用分部积分(9) 变为

  Qe
i

( S- PhS) # n #�vhds = 0   ( P�vh I P0( e) )# (11)
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方程( 11)可确定 PhS的6个自由度, (11) 包括了( 10)# 而 RT 1元有8个自由度,于是对于有一

边在 #C 上的三角形单元上的插值多项式,可作如下要求

  Ql
| Sh # n |

2ds = Qe
l

| Sh |
2dxdy   ( P Sh I Qh, l < #C) , (12)

其中 el 为 l 所在的三角形单元# 

上述构造的有限元子空间 Qh 中的元素显然满足(4) 和(5) ,而且由(12) 进一步有

  + Shn +0, #
C

[ +Sh +0, 8 [ + Sh +H ( div, 8)   ( PSh I Qh) , (13)

2  优化算法及其收敛性分析

本节从理论上导出求解有限元离散问题( 3)的Uzawa 型算法# 

命题 211  如果 Rh; �uh, Kh 是(3) 的鞍点,则有

� )  J0( Rh) + ( divRh, �uh) + 3Rhn, Kh4#
C

      [ J0( Sh ) + (divSh, �uh) + 3Shn, Kh4#
C

  ( PSh I Q
h
0) ,

� )  3Rhn, Lh - Kh4#
C
+ (divRh + f ,�vh - �uh) [ 0   ( PLh I +h, �vh I L

2
h)

证明  应用( 3)的两个不等式可直接推得结论# 

命题 212  变分问题
  (divRh+ f , �vh - �uh ) + 3Rhn, Lh - Kh4#

C
[ 0   ( PLh I +h , �vh I L

2
h) (14)

等价于

  divRh + f = 0,   Kh = P + ( QRhn + Kh ) , (15)

这里 P+ 为L
2
( #C) y +h 上的投影算子, +h 为H

1/ 2
( #C) 的闭凸子集, Q> 0# 

证明  由( 14)推得

  (divRh+ f , �uh - �vh ) + 3Rhn, Kh - Lh4#
C

\ 0   ( PLh I +h , �vh I L
2
h)# (16)

先在( 16)两边乘以 Q,然后再在两边加上(�uh - �vh, �uh) 得

  (�uh- �vh , Q(divRh + f ) + �uh) + 3Kh- Lh, QRhn + Kh4#
C

\

      ( �uh - �v h, �uh ) + 3Kh - Lh, Kh4#
C

(17)

应用 P+ 的定义, P+ 将QRhn+ Kh 投影到 +h ,我们有

  (�uh- �vh , Q(divRh + f ) + �uh) + ( Kh- Lh, P+ ( QRhn + Kh ) ) 0, #
C

\

      ( �uh - �v h, �uh ) + 3Kh - Lh, Kh4#
C
,

因此有

  (�uh- �vh , Q(divRh + f ) ) + ( Kh - Lh, P + ( QRhn + Kh) - Kh ) 0, #
C

\ 0# (18)

由于 L
2
h, +h 均为凸集, 设(0 < A< 1)

  
�vh = (1- A) �uh + A( Q(divRh + f ) + �uh) ,

Lh = (1 - A) Kh + AP+ ( QRhn + Kh )# 
(19)

将( 19)代入( 18)得

  A(- Q(divRh + f ) , Q( divRh + f ) ) + A( Kh- P+ ( QRhn + Kh ) ,

      P+ ( QRhn + Kh ) - Kh) 0, #
C

\ 0

即有

  A+Q(divRh + f ) +2
0, 8 + A+Kh - P + ( QRhn+ Kh ) +2

0, #
C

[ 0   (0 < A< 1, Q> 0) ,
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于是得到

  divRh + f = 0,  Kh = P + ( QRhn+ Kh)   ( Q> 0)# 

由命题211~ 212,我们定义如下Uzawa型算法:

� ) 已知 �un
h I L

2
h , K

n
h I +h, 定义 Rnh I Q

h
t 使得

  J0( R
n
h ) + (divRnh, u

n
h) + 3Rnhn, Knh4#

C
[

      J 0( Sh ) + (divS
n
h , u

n
h ) + 3Snhn , Knh4#

C
  ( P Sh I Q

h
0)# (20)

� ) 用如下迭代方法求 �un+ 1
h 和Kn+ 1

h

  �un+ 1
h = �un

h + Qn (divR
n
h + f ) , (21)

  Kn+ 1
h = P+ ( QnR

n
hn + Knh ) , (22)

这里 P+ 为L
2
( #C) y +h 的投影算子, Qn > 0被适当选取# 

定义 211  设 Qh 为( 4) ~ (12) 所构造的有限元子空间, <: Qh y L
2
( 8) @ L

2
( #C) 具有如

下形式: <( S) = divS, Sn ,且满足 <( S) ( v , L) = (divS, v) + 3Sn, L4#
C
# 显然算子 <是Qh上

的有界线性算子# 

命题 213  算子 <: Qh y L
2
( 8) @ L

2
( #C ) 是Lipschitz连续的# 即: 存在常数 c > 0

使得

  + <( S1) - <( S2) +L
2
( 8) @ L

2
( #

C
) [ c +S1- S2 +H (div, 8 )   ( PS1, S2 I Qh) ,

这里 + # +L
2
( 8 ) @ L

2
( #

C
) 表示乘积空间 L

2
( 8) @ L

2
( #C) 的范数# 

证明  由定义 211及( 13)即可推出该命题的结论# 

定理 211  存在常数 A0 与 A1 且 0 < A0 [ Qn [ A1 使得上述定义的 Uzawa型算法在下述

意义下是收敛的: Rnh y Rh 依H (div, 8) 的范数# 

证明  设 �un
h - �uh = r

n
1, K

n
h - Kh = r

n
2,由 P+ 的压缩性及(20) ~ (22) , 则

  +r
n+ 1
1 +2

0, 8 + +r
n+ 1
2 +2

0, #
C
=

      +�un+ 1
h - �uh +2

0, 8 + +Kn+ 1h - Kh +2
0, #

C
=

      +�un
h + Qn (divR

n
h + f ) - �uh - Qn (divRn + f ) +2

0, 8 +

      +P + ( QnR
n
hn + K

n
h) - P+ ( QnRhn+ Kh) +2

0, #
C

[

      +r
n
1+ Qndiv( R

n
h- Rh) +2

0, 8 + +Qn( Rnhn - Rhn) + ( Knh- Kh) +2
0, #

C
=

      +r
n
1 +2

0, 8 + 2Qn( r
n
1, div( R

n
hn- Rhn) ) + Q

2
n +div( R

n
h - Rh ) +2

0, 8 +

      +r
n
2 +2

0, #
C
+ 2Qn ( r

2
2, R

n
hn - Rhn ) 0, #

C
+ Q

2
n +Rnhn - Rhn) +2

0, 8 =

      +r
n
1 +2

0, 8 + +r
n
2 +2

0, #
C
+ 2Q ( r

n
1, div( R

n
hn- Rhn) ) + ( r

n
2, ( R

n
hn- Rhn) ) 0, #

C +

      Q2( +div( Rnh - Rh) +2
0, 8 + +Rnhn - Rhn +2

0, #
C
)# (23)

应用命题 213,及下述不等式
  a( R

n
h - Rh, R

n
h - Rh ) + ( r

n
1, div( R

n
hn - Rhn) ) + 3r

n
2, R

n
hn - Rhn4#

C
[ 0

( 23)式接下来是

  +r
n+ 1
1 +2

0, 8 + +r
n+ 1
2 +2

0, #
C

[ +r
n
1 +2

0, 8 + +r
n
2 +2

0, #
C
-

      2Qna( R
n
h - Rh , R

n
h- Rh) + 2Q2n + Rnh - Rh +2

H (div, 8 ) [

      +r
n
1 +2

0, 8 + +r
n
2 +2

0, #
C
- (2Q- 2Q2) + Rnh - Rh +2

H (div, 8 )
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设2Qn - 2Q2n \ B> 0,选取

  A0 =
1 - 1- 2B

2 ,  A1 =
1+ 1 - 2B

2 ,

使 Qn I [ A0, A1]# 于是可得

  +r
n+ 1
1 +2

0, 8 + +r
n+ 1
2 +2

0, #
C
+ B+Rnh- Rh +2

H ( div, 8) [ +r
n
1 +2

0, 8 + +r
n
2 +2

0, #
C
, (24)

从( 24)可推得:序列 n y +r
n
1 +2

0, 8 + +r
n
2 +2

0, #
C
递减有极限,故有 B+ Rnh - Rh +2

H ( div, 8) y 0# 

于是证明了定理的结论# 

定理 212  在定理211的条件下,如果 A0< Qn < A1( A0, A1按定理211的要求选取) ,那么

对于Uzawa型算法(21) ~ (22) 所定义的序列 �un
h n , Knh h 有如下结论

� )  lim
n y ]

+�un+ 1
h - �un

h +0, 8 = 0,  lim
n y ]

+Kn+ 1
h - Knh +0, #

C
= 0# 

� )  �un
h, K

n
h n 在L

2
h @ +h 内弱收敛于 �uh , Kh # 

这里 �uh, Kh 使 Rh; �uh, Kh 为L ( Sh ;�vh, Lh ) 在 Q
h
t @ ( L

2
h @ +h ) 上的鞍点# 

证明  类似于文献[ 3]定理 311( p591)的证明# 

3  数 值例 子

我们以如下例子来验证本文所定义的Uzawa型算法的有效性,并将所得结果与文献[ 3]中

的结果进行了分析和比较# 

  

- $�u = f   (在 8 内) ,

�u = 0   (在 #D 上) ,

�u \ 0,  5�u
5 n \ 0   (在 #C 上) ,

5�u
5 nu = 0   (在 #C 上) ,

这里 8 = [ 0, 1] @ [ 0, 1] , 5 8 = #C G | #D , #C = ( x , y ) | 0 [ x [ 1, y = 0 G

( x , y ) | 0 [ x [ 1, y = 1 # 

  f ( x ) =
10   (如果 x I [ 0, 1/ 2] @ [ 0, 1] ) ,

- 10   (如果 x I [ 1/ 2, 1] @ [ 0, 1]# 

文献[ 3]给出了 �u ( x , y ) 的等值线图及 �u ( x , 0) 与 �u( x , 1/ 2) 的曲线图(如图1)# 

图 1( a)  �u (x , y ) 的等值线图    图 1( b)  �u ( x , 1/ 2) 与�u (x , 0) 的曲线图
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基于离散的混合变分形式(3) ,用Uzawa型算法( 20) ~ ( 22)所得的数值结果(如图 2,图 3)# 

图 2( a)  �uh ( x , y ) 的曲面图        图 2( b)  Kh ( x , 0) 的曲线图

图 3( a)  �uh ( x , y ) 的等值线图      图 3(b)  �uh( x , 1/ 2) 与 �uh( x , 0) 的曲线图

图 1( b)中上面的曲线表示 �uh( x , 1/ 2) , 下面的表示 �uh ( x , 0)# 图 2(b) 中的曲线表示

Kh ( x , 0) ,其物理意义对应为弹性接触边界的位移# 图 3与图 1比较,图3( a) 等值线的波浪形

状是因为网格用三角形剖分所致, 随着网格的加密波浪线起伏程度逐渐减小,最后趋于光滑曲

线# 当网格数为 14 @ 14时, 图 3与图 1相当吻合# 反应出 �uh( x , y ) 随 h y 0, 而逐步逼近

u ( x , y )# 
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Uza wa Type Alg orithm B as ed on Dual Mi xed

V ari ational Formula ti on

WANG Guang_hui
1
,  WANG Lie_heng
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( 11 Stat e Key Labor ator y of Acoustics , Inst itute of Acoustics ,

Chinese Academy of Sciences , Beijin g 100080, P R China ;

21State Key Labora tory of Sci entific / Engineer in g Computing , In stitut e of Com puta tion al
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A bst ra ct: Based on the dual mixed variational formulation with three variants ( stress, displace_

ment, displacement on contact boundary) and the unilateral beaming problem of finite element

discretization, an Uzawa type iterative algorithm is presented. The convergence of this iterative

algorithm is proved, and then the efficiency of the algorithm is tested by a numerical example.

K ey w ords: contact problem in elasticity; unilateral beaming problem; dual mixed variational

formulation; Raviart_Thomas element; Uzawa algorithm
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