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摘要:  应用锥中的不动点定理研究奇异二阶三点边值问题的正解的存在性# 采用一种构造

Green函数的方法为出发点,利用分段定义算子的手法讨论更一般的奇异二阶三点边值问题# 得

到了一个正解的存在性定理# 其中的非线性项可以是变号的# 
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1  引言和主要结果

最近,文[ 1]建立了一个非线性二阶三点边值问题

  
- yd = Q( x )f ( y )   (0 < x < 1) ,

y (0) = 0, y (1) = Ay ( G)
(1)

的正解的存在性结果# 在文[ 1]中假设 0 < G< 1, 0 < AG< 1, Q( x ) I C ( [ 0, 1] ; R+ ) , f ( y ) I

C (R+ ; R+ ) , R+ = [ 0, + ] ) , f ( y ) 在 y = 0和 y = + ] 处是超线性的或者是次线性的# 其结

果的证明是以下面两个定理为基础的# 

定理 A[ 2, 1]  假设 0 < G< 1, AG X 1和函数 h( x ) I C[ 0, 1]# 则线性三点边值问题

  
- yd = h( x )   (0 < x < 1) ,

y (0) = 0, y (1) = Ay ( G)
有唯一解 y ( x ) I C

2
[ 0, 1] ,它可表达为

  y ( x ) = - Q
x

0
( x - t) h ( t )dt -

Ax
1 - AGQ

G

0
( G- t) h( t ) dt +

      x
1 - AGQ

1

0
(1- t) h( t ) dt# 

如果 AG I (0, 1) ,且在[ 0, 1] 上满足 h( x ) [ 0,则有 y ( x ) \0, x I [ 0, 1]# 进一步,如果对某

个 x I [ 0, 1] , h( x ) > 0,则在(0, 1) 上有 y ( x ) > 0# 

定理 B[ 3]  设 E 是一个 Banach空间, K 是E 中的一个锥# 假设 81和 8 2是 E 中的两个
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开集,且满足 0 I 81, �8 1 < 82# 设

  5: K H ( �5 1 \ 8 1) y K

是一个全连续映射, 它满足下列两个条件中的一个:

� ) Py I K H 5 81 有 + 5y + [ +y +,且 Py I K H 5 8 2有 + 5y + \ +y + ,

或者

� ) Py I K H 5 81 有 + 5y + \ +y +,且 Py I K H 5 8 2有 + 5y + [ +y +# 

则映射 5 在K H ( �8 2 \ 81) 中有不动点# 

在本文中, 我们重新研究三点边值问题( 1) ,目的是推广和改进上述结果,我们采用的假设

条件是:

H1) G I (0, 1) , A> 0, f ( y ) I C( R+ ; R) , Q( x ) I L
1
loc(0, 1) 在(0, 1) 上乎处处有 Q( x ) \

0, 且满足

  0 < Q
1

G
(1- x ) Q( x )dx < + ] ,  Q

G

0
xQ( x )dx < + ] # 

此处有两点是我们应该强调的# 第一, 在我们的问题中允许 Q( x ) 在 x = 0和 x = 1处是

奇异的# 例如,函数

  Q( x ) = x
- a

(1- x )
- b   ( a , b I (1, 2) )

就满足H1)# 第二,我们的目的不仅处理 AG I (0, 1) 的情况,也要处理 AG \ 1的情况# 就后

者而言,定理A是无效的# 因此,我们需要下列两个命题# 

定理 1  对于每个给定的 Q\ 0,初值问题

  
wd = QQ( x ) w   (0 < x < 1) ,

w (0) = 0, wc(0) = 1,

  
wd = QQ( x ) w   (0 < x < G) ,

w (0) = 0,  wc( G) = - 1,

  
wd = QQ( x ) w   ( G< x < 1) ,

w ( G) = 0,  wc( G) = 1,

和

  
wd = QQ( x ) w   (0 < x < 1) ,

w (1) = 0,  wc(1) = - 1,

分别有解 w 1( x ) I AC[ 0, 1] H C
1
[ 0, 1) , w 2( x ) I AC[ 0, G] H C

1
(0, G] , w 3( x ) I AC[ G, 1] H

C
1
[ G, 1) , w4( x ) I AC[ 0, 1] H C

1
(0, 1] ,它们在其存在区间上全都是凸的# 此外

  
w 2( x ) w 1( x )

w
c
2( x ) w

c
1( x )

S w 2(0) = w1( G)   (在[ 0, G] 上) ,

  
w 4( x ) w 3( x )

w
c
4( x ) w

c
3( x )

S w 4( G) = w3(1)   (在[ G, 1] 上) ,

和

  
w 4( x ) w 1( x )

w
c
4( x ) w

c
1( x )

S w 4(0) = w1(1)   (在[ 0, 1] 上)# 

当 Q= 0时,毫无疑问地有 w 1( x ) = x , w 2( x ) = G- x , w 3( x ) = x - G和w4( x ) = 1 - x# 

定理 2  对每个给定的 A I R,存在一个 Q\ 0,使得

  w 1(1) - Aw 1( G) > 0# (2)
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假设( 2)成立,则线性三点边值问题

  
- yd+ QQ( x ) y = h( x )   (0 < x < 1) ,

y (0) = 0,  y (1) = Ay ( G)
有唯一解

y ( x ) =

w 4( G) w 1( G)
w 1(1) - Aw 1( G) Q

G

0

w 1( t )

w 1( G)
h( t ) dt + Q

1

G

w 4( t )

w 4( G)
h( t )dt   ( x = G) ,

w 2( x )Q
x

0

w 1( t )

w 1( G)
h( t )dt + w1( x )Q

G

x

w 2( t )

w 1( G)
h( t )dt + y ( G)

w 1( x )

w 1( G)
,

(0 [ x [ G) ,

w 4( x )Q
x

G

w 3( t )

w 4( G)
h( t )dt + w3( x )Q

1

x

w 4( t )

w 4( G)
h( t )dt + y ( G)

w 4( x ) + Aw 3( x )

w 4( G)
,

( G [ x [ 1) ,

(3)

此处 h( x ) I L
1
lo c(0, 1) 满足条件

  Q
G

0
w 1( t ) | h( t ) | dt + Q

1

G
w4( t ) | h( t ) | dt < + ] # 

如果 A\ 0, 在(0, 1) 上几乎处处有 h ( x ) \ 0,则在[ 0, 1] 上 y ( x ) \ 0# 进一步,如果

  Q
G

0
w 1( x ) h ( x )dx + Q

1

G
w 4( x ) h ( x )dx > 0,

那么对所有的 x I (0, 1] ,有 y ( x ) > 0# 
此处,我们称 y ( x ) 是三点边值问题(1) 的一个解,如果

� ) y ( x ) I AC [ 0, 1] ,  y (0) = 0,  y (1) = Ay ( G) ,

� ) yc( x ) I AC loc(0, 1) H L
1
(0, 1) ,  yd( x ) = L

1
lo c(0, 1) ,

� ) 在(0, 1) 上几乎处处有- yd( x ) = Q( x ) f ( y ( x ) )# 

且如果在 (0, 1] 上 y ( x ) > 0,我们称 y ( x ) 是问题(1) 的一个正解# 
很显然,定理 2改进且推广了定理A# 

为了建立问题( 1)的正解的存在性,我们进一步假设:

H2) 存在一个 Q\ 0使得(2) 成立,且 f
*
( y ) = f ( y ) + Qy 在 R+ 上为非负的# 

H3) 下列两个条件之一成立:

  lim sup
y y 0

f
*
( y )
y

[ B且lim sup
y y+ ]

f
*
( y )
y

\ G, (4)

  lim sup
y y 0

f
*
( y )
y

\ C且lim sup
y y+ ]

f
*
( y )
y

[ B, (5)

此处 B和 C是两个常数,它们满足

  BM Q
G

0
w1( x ) Q( x )dx + Q

1

G
w 4( x ) Q( x )dx < 1, (6)

  
CRw 1( G)

w1(1) - Aw 1( G)Q
1

G
w4( x ) Q( x )dx > 1, (7)

  M = 1 +
max w4( G) , w 1( G)

w 1(1) - Aw1( G)
max
G[ x [ 1

w 4( x ) + Aw 3( x )

w 4( G)
, (8)

  R =

min
G[ x [ 1

w4( x ) + Aw 3( x )

w4( G)
w 1(1) - Aw 1( G)

max w4( G) , w1( G)
+ max

G[ x [ 1

w 4( x ) + Aw 3( x )

w 4( G)

< 1# (9)
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很显然,当 Q> 0时H2) 允许 f ( y ) 变号# 

应用定理 2和定理 B,我们能证明下面的存在性结果# 

定理 3  设H1) ~ H3)成立,则三点边值问题( 1)有一个正解# 

定理 4  设 0 < G< 1, 0 < AG< 1, f ( y ) I C( R+ , R+ ) , Q( x ) I L
1
lo c(0, 1) , 在(0, 1) 上几

乎处处有 Q( x ) \ 0,有

  0 < Q
1

G
(1- x ) Q( x )dx < + ] ,  Q

G

0
xQ( dx ) < + ] # 

则三点边值问题( 1)有一个正解,只要下列两个条件之一成立# 

� ) lim
y y 0

f ( y )
y

= 0且 lim
y y+ ]

f ( y )
y

= + ] ;

� ) lim
y y 0

f ( y )
y

= + ] 且 lim
y y+ ]

f ( y )
y

= 0# 

定理 4是定理3的一个推论,它改进且推广了文[ 3]中的结果# 

此处我们必须指出在定理 4中条件 AG I (0, 1) 是不能减弱的, 原因有两点# 第一, 当

A= 0时,三点边值问题(1) 退化为两点边值问题# 第二,当 AG= 1时,我们断言三点边值问

题# 

  
- yd = y

2   (0 < x < 1) ,

y (0) = 0,  y (1) =
1
G
y ( G) ,

没有正解# 事实上,如果断言不成立,设该问题有一个正解 y ( x ) ,则 y ( x ) 在[ 0, 1]上的严格凹

函数,因此 y ( G) \ Gy (1) ,同 y (1) =
1
G y ( G) 矛盾, 这样我们的断言成立# 

2  预 备知 识

在本节中, 我们来证明定理 1和定理 2# 为此, 我们提出一个引理# 这个引理在后面经常

用到# 

引理 1  设 h( x ) I L
1
lo c(0, 1) , 在(0, 1) 中几平处处有 h ( x ) \ 0,且

  Q
G

0
xh ( x )dx + Q

1

G
(1 - x ) h( x )dx < + ] # 

则

  lim
x y 0

xQ
G

x
h( t )dt = 0 = lim

x y 1
(1- x )Q

x

G
h( t )dt# (10)

证明  令 v ( x ) = xQ
G

x
h( t )dt   (0 < x [ G) ,

则  0 [ v ( x ) [ Q
G

0
th( t )dt < + ]   ( x I (0, G] ) ,

  vc( x ) = Q
G

x
h( t )dt - xh( x )   (0 < x < G)# 

于对任何的 D I (0, G) ,均有

  Q
G

D
| vc( x ) | dx [ Q

G

D
dx [ Q

G

x
h( t )dt + Q

G

0
xh( x )dx =

Q
G

D
( t - D) h( t )dt + Q

G

0
xh( x )dx [
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2Q
G

D
xh( x )dx < + ] ,

这表明 vc( x ) I L
1
(0, G) , 并且 v( x ) I AC[ 0, G]# 由此我们可得

  Q
s

0
vc( x )dx = Q

s

0
dxQ

G

x
h( t ) dt - Q

s

0
xh( x )dx S v( s )   ( s I (0, G] ) ,

这就意味着 v(0) = 0, 即第一个等式成立# 

同理,我们可证第二个等式成立# 

定理 1的证明  显然, 当 Q= 0时,定理1的所有结论都成立# 现在我们来证明当 Q> 0

时初值问题

  
wd = QQ( x ) w   (0 < x < 1) ,

w (1) = 0,  wc(1) = - 1
(11)

有唯一正解# 令

  B = u( x ) I C [ 0, 1] ; + u +B < + ] ,

此处 +u +B = max
0 [ x [ 1

| u ( x ) | exp - 2QQ
1

x
s(1 - s ) Q( s)d s # 

定义一个映射 L : B y B

  Lu(1) = 1

  ( Lu ) ( x ) = 1 +
Q

1 - xQ
1

x
( t - x ) (1 - t) Q( t ) u( t )dt   ( 0 [ x [ 1)# 

对任何的 u I B ,我们有

  
1

1- xQ
1

x
( t - x ) (1 - t) Q( t ) u( t )d t [ Q

1

x
t (1- t) Q( t ) | u( t ) | dt [

      max
0 [ t [ 1

| u( t ) | Q
1

0
t (1- t) Q( t )dt < + ] # 

因此 L ( B) < B# 我们断言 L 是一个压缩映射# 对任何的 u1( x ) , u2( x ) I B,我们有

  exp - 2QQ
1

x
s (1- s) Q( s) ds | ( Lu1) ( x ) - ( Lu2) ( x ) | [

      exp - 2QQ
1

x
s (1- s) Q( s )ds QQ

1

x
t (1- t) Q( t ) | ( u1) ( t ) - ( u2) ( t ) | dt [

      1
2

+u1 - u2 +Bexp - 2QQ
1

x
s (1- s) Q( s) ds @

      Q
1

x
2Qt (1 - t) Q( t ) exp - 2QQ

1

x
s(1- s )Q( s )ds dt [ 1

2
+u1 - u2 +B ,

对任意 x I [ 0, 1] 成立# 即

  +Lu1 - Lu2 +B [ 1
2

+Lu1 - Lu2 +B   ( Pu1, u2 I B )# 

这表明断言是正确的# 由此可知 L 在B 中有唯一的一个不动点# 设 u4( x ) I C[ 0, 1] 是这个

唯一的不动点, 则

  u4( x ) = 1+
Q

1 - xQ
1

x
( t - x ) (1- t) Q( t ) u4( t )dt   (0 [ x < 1)# 

令

  w 4( x ) = (1 - x ) u4( x ) = 1- x + QQ
1

x
( t - x ) Q( t ) w4( t )dt   (0 [ x [ 1)# 

(12)
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则 w4(1) = 0,

  w
c
4( x ) = - 1- QQ

1

x
Q( t) w 4( t )dt  (0 < x < 1) ,  w

c
4(1) = - 1, (13)

  w
d
4( x ) = QQ( x )w 4( x )   ( a. e. x I (0, 1) )# (14)

这就是说 w 4( x ) 是(11) 的一个解# 

注意

  Q
1

0
| w

c
4( x ) | dx [ 1 + QQ

1

0
dxQ

1

x
(1- t) Q( t ) | u4( t ) | dt [

      1 + QQ
1

0
t (1 - t) Q( t )dt max

0 [ t [ 1
| u4( t ) | < + ] # 

这就意味着 w
c
4( x ) I AC loc(0, 1] H L

1
(0, 1) 且 w4( x ) I AC[ 0, 1]# 

我们现在断言:对所有的 x I [ 0, 1) , w4( x ) > 0, 即w 4(1) = 0是它的唯一零点# 如果这

个断言不真,则存在一个 x 0 I [ 0, 1) ,使得在( x 0, 1) 上 w 4( x ) > 0, w4( x 0) = w4(1) = 0,因为

w
c
4(1) = - 1及 w 4(1) = 0,能够推出,在 x = 1的一个左邻域中 w 4( x ) > 0# 由 Rolle定理可

知,存在一个 N使得w
c
4( N) = 0# 另一方面,从(13) 可以导出

  w
c
4( N) = - 1- QQ

1

N
Q( t) w4( t )dt < 0# 

矛盾# 这表明我们的断言是真的# 也就是说, w 4( x ) 一定是(11) 的唯一正解, 而且(14) 表明

w4( x ) 在[ 0, 1] 上是凸的# 

同理,我们可以证明初值问题

  
wd = QQ( x ) w   (0 < x < 1) ,

w (0) = 0,  wc(0) = 1,

  
wd = QQ( x ) w   (0 < x < G) ,

w ( G) = 0, wc( G) = - 1

和

  
wd = QQ( x ) w   ( G< x < 1) ,

w ( G) = 0, wc( G) = 1

都有唯一正解 w 1( x ) , w 2( x ) 和 w 3( x ) , 它们分别在[ 0, G] , [ G, 1] 和[ 0, 1] 上是凸的# 于是我

们有

x [ w 1( x ) [ w 1( G) x / G,  0 [ w 2( x ) [ w2(0)   ( x I [ G, 1] ) ,

0 [ w 3( x ) [ w3(1) ,  (1 - x ) [ w4( x ) [ w 4( G) (1- x ) / (1- G)  ( x I [ G, 1] )# 

(15)

令

  W(x ) =
w4( x ) w1( x )

w
c
4( x ) w

c
1( x )

  (0 < x < 1)# 

那么

  Wc( x ) =
w

c
4( x ) w

c
1( x )

w
c
4( x ) w

c
1( x )

+
w 4( x ) w 1( x )

QQ( x )w 4( x ) QQ( x )w 1( x )
= 0# 

对 x I (0, 1) 几乎处处成立# 根据引理 1和(15) , (12) , (13) 以及
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w 1( x ) = x + QQ

x

0
( x - t) Q( t ) w 1( t ) dt   (0 [ x [ 1) ,

w
c
1( x ) = 1 + QQ

x

0
Q( t) w1( t )dt   (0 [ x < t) ,

我们得到 Wx S w 4( 0) = w1(1) , x I [ 0, 1]# 

类似地,我们有

  
w 2( x ) w 1( x )

w
c
2( x ) w

c
1( x )

S w 2(0) = w1( G)   ( x I [ 0, G] ) ,

  
w 4( x ) w 3( x )

w
c
4( x ) w

c
3( x )

S w 4( G) = w3(1)   ( x I [ G, 1] )# (16)

这就完成了定理 1的证明

定理 2的证明  当 AG< 1时,我们可以选取 Q= 0# 此时,我们有:

  w 1(1) - Aw 1( G) = 1 - AG> 0# 

当 AG= 1即 A= 1/ G时,我们可选 Q> 0充分小# 此时我们有

  w 1(1) - Aw 1( G) = 1 + QQ
1

0
(1 - t) Q( t ) w1( t )dt -

      A G+ QQ
G

0
( G- t) Q( t ) w 1( t )dt = QQ

1

G
(1- t) Q( t ) w 1( t )dt +

      QQ
G

0
(1- t - AG+ At ) Q( t ) w 1( t )dt > 0# 

当 AG> 1时,我们可选 Q> 0使得

  QQ
1

G
(1 - t) Q( t )d t \ A# 

此时,我们有

  w 1(1) - Aw 1( G) = w 4( G) w
c
1( G) - w

c
4( G) w1( G) - Aw 1( G) >

w 1( G) 1+ QQ
1

G
Q( t) w4( t )dt - A >

w 1( G) QQ
1

G
(1- t)Q( t ) dt - A \ 0# 

总之,对每个给定的 A I R ,都存在一个 Q\ 0使得 w 1(1) - Aw1( G) > 0# 

根据引理 1, ( 15)和( 16) ,不难验证函数,由( 3)定义的 y ( x ) 是线性三点边值问题

  
- yd+ QQ( x ) y = h( x )   (0 < x < 1) ,

y (0) = 0,  y (1) = Ay ( G)
(17)

的一个解# 

下面,我们来证唯一性# 设 y 1( x ) 和 y2( x ) 都是(17) 的解# 令 y ( x ) = y1( x ) - y 2( x ) ,

则

  
yd( x ) = QQ( x ) y ( x )   ( a. e. x I (0, 1) ) ,

y (0) = 0,  y (1) = Ay ( G)# 

注意,该齐次线性方程有一个通解

  y ( x ) = C1w1( x ) + C2w 4( x )   (0 [ x [ 1) ,

此处 C1和 C2是任意常数# 由边界条件和(2)可以推出 C1 = C2 = 0, 即在[ 0, 1] 之上 y ( x ) S
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0, 唯一性得证# 

定理 2的其余部分可从( 3)推出# 定理 2证毕# 

在下文中, 我们假设存在一个 Q\ 0使得 w 1(1) - Aw 1( G) > 0# 令

  Ly = - yd + QQ( x ) y ,

  D (L ) = y ( x ) I A (C [ 0, 1] ; yc( x ) I L
1
( 0, 1) H AC loc(0, 1) ,

yd( x ) I L
*
(0, 1) ,  y (0) = 0,  y (1) = Ay ( G) # 

  L
*
( 0, 1) = h( x ) I L

1
loc(0, 1) ; + h +*

< + ] ,

此处 +h +*
= Q

G

0
w 1( x ) | h( x ) | dx + Q

1

G
w 4( x ) | h( x ) | dx# 

由定理1和定理 2,我们能够导出两个结论,第一, L : D( L ) y L
*
(0, 1) 是逆正的, 即

y ( x ) I D(L ) , ( Ly ) ( x ) \ 0, a. e. x I (0, 1) ] y ( x ) \ 0, x I [ 0, 1] ,

通常称之为极值原理(见[ 4] )# 第二,存在一下正数 C, 使得

  +L
- 1

h + [ C +h +*   ( Ph I L
*
(0, 1) ) ,

此处 + # +是通常的上确界模# 

3  结果的证明

在本节中, 我们将给出定理3和定理 4的证明# 

定理 3的证明  我们定义一个映射 5: K y K :

 ( 5y ) ( x ) =

w4( G) w1( G)
w 1(1) - Aw1( G) Q

G

0

w1( t )

w 1( G)
Q( t )f

*
( y ( t ) )dt +Q

1

G

w 4( t )

w 4( G)
Q( t ) f

*
( y ( t ) )dt

( x = G) ,

w 2( x )Q
x

0

w1( t )

w1( G)
Q( t ) f

*
( y ( t ) )dt + w 1( x )Q

G

x

w2( t )

w1( G)
Q( t ) f

*
( y ( t ) )dt +

  ( 5y ) ( G)
w1( x )

w 1( G)
  ( 0 [ x [ G) ,

w 4( x )Q
x

G

w3( t )

w4( G)
Q( t ) f

*
( y ( t ) )dt + w 3( x )Q

1

x

w 4( t )

w 4( G)
Q( t ) f

*
( y ( t ) )dt +

  ( 5y ) ( G)
w 4( x ) Aw3( x )

w 4( G)
  ( G [ x [ 1) ,

K = y ( x ) I [ 0, 1] ; y ( x ) \ 0, x I [ 0, G] 且 y ( x ) \ R+y +, x I [ G, 1] ,

此处 +y + = max | y ( x ) | ; 0 [ x [ 1 , R是由(9) 定义的常数# 显然K 为C [ 0, 1] 的锥# 

根据 5 的定义,引理 1,定理 1和定理 2,我们知道对每个固定的 y ( x ) I K ,我们有

( 5y ) (0) = 0,  ( 5y ) (1) = A( 5y ) ( G) ,

( 5y ) ( x ) \ 0,  x I [ 0, 1] ,

( 5y ) ( G) \ min w4( G) , w1( G)
w 1(1) - Aw 1( G)

( I 1 + I 4) ,

(18)

I 1 = Q
G

0
w 1( t ) Q( t )f

*
( y ( t ) )dt ,

I 4 = Q
1

G
w 4( t ) Q( t )f

*
( y ( t ) )dt ,

( 5y ) ( G) [ max w 4( G) , w 1( G)
w1(1) - Aw 1( G)

( I 1 + I 4) , (19)
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( 5y ) ( x ) [ I 1 + I 4 + ( 5y ) ( G) max
G[ x [ 1

w 4( x ) + Aw 3( x )

w 4( G)
  (0 [ x [ 1) ,

于是,由( 19)可知

+ 5y + [ 1+ max
G[ x [ 1

w 4( x ) + Aw3( x )

w 4( G)
max w4( G) , w 1( G)

w 1(1) - Aw1( G)
( I 1 + I 4) = M ( I 1 + I 4) ,

(20)

此外 M 是由( 8) 定义的常数# 另一方面, 由(18) 推出

+ 5y + [
w 1( x ) - Aw 1( G)

min w 4( G) , w1( G)
+ max

G[ x [ 1

w4( x ) + Aw 3( x )

w4( G)
( 5y ) ( G)# 

于是

( 5y ) ( x ) \ ( 5y ) ( G) min
G[ x [ 1

w 4( x ) + Aw3( x )

w 4( G) ( G [ x [ 1)
\

    
min
G[ x [ 1

w 4( x ) + Aw 3( x )

w 4( G)
w 1(1) - Aw 1( G)

min w4( G) , w1( G)
+ max

G[ x [ 1

w 4( x ) + Aw3( x )

w 4( G)

+ 5y + =

    R+ 5y +  ( G [ x [ 1)# 

这表明 5( K ) 是 K 的一个子集# 

现在 断言 5 是一个 全 连续 映射 # 事实 上, 任意 固定 r > 0, 令 8 =

y ( x ) I C [ 0, 1] ; +y + < r # 对任何的 y ( x ) I K H �8 ,由 5 的定义及(20) , 我们可得

  + 5y + [ M ( I 1 + I 4) [

      M max
0[ y [ r

f
*
( y ) Q

G

0
w 1( t ) Q( t )dt + Q

1

G
w 4( t ) Q( t )dt = Br# (21)

( 5y )c( x ) =

w
c
2( x )Q

x

0

w 1( t )

w 1( G)
Q( t )f

*
( y ( t ) )dt + w

c
1( x )Q

G

x

w 2( t )

w 1( G)
Q( t )f

*
( y ( t ) )dt +

  ( 5y ) ( G)
w

c
1( x )

w 1( G)
  (0 < x [ G) ,

w
c
4( x )Q

x

0

w 3( t )

w 4( G)
Q( t )f

*
( y ( t ) )dt + w

c
3( x )Q

1

x

w4( t )

w4( G)
Q( t ) f

*
( y ( t ) )dt +

  ( 5y ) ( G)
w

c
4( x ) + Awc3( x )

w 4( G)
  ( G [ x [ 1)# 

(22)

于是

| ( 5y )c( x ) | [ - w
c
2Q

G

0

w 1( t )

w 1( G)
Q( t )f

*
( y ( t ) )dt + w

c
1( x )Q

G

x
Q( t)f

*
( y ( t ) )dt +

    ( 5y ) ( G)
w

c
1( x )

w1( G)
  (0 < x [ G) [

    max
0 [ y [ r

f
*
( y )

- w
c
2( x )

w 1( G) Q
G

0
w 1( t ) Q( t )dt + w

c
1( x )Q

G

x
Q( t) dt +

    Br
w

c
1( x )

w 1( G)
= Gr ( x )   (0 < x < G) ,

| ( 5y )c( x ) | [ - w
c
4( x )Q

x

G
Q( t) f

*
( y ( t ) )dt + w

c
3( x )Q

1

G

w4( t )

w4( G)
Q( t ) f

*
( y ( t ) )dt +
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    ( 5y ) ( G)
- w

c
4( x ) + Aw 1( x )

w 4( G)
[

    max
0[ y [ r

f
*
( y ) - w

c
4( x )Q

x

G
Q( t)dt +

w
c
3( x )

w4( G)Q
1

G
w 4( t ) Q( t ) dt + Br

- w
c
4( x ) + Awc

3( x )

w4( G)
=

    G ( x )   ( G [ x < 1)# 

从而,我们得到

Q
1

0
| ( 5y )c( x ) | dx [ Q

1

0
Gr( x )dr =

    max
0 [ y [ r

f
*
( y ) 2Q

G

0
w1( t ) Q( t )dt + 2Q

1

G
w 4( t ) Q( t )dt + (2+ A) Br < + ] , (23)

这表明( 5y )c( x ) I L
1
(0, 1) 且( 5y ) ( x ) I AC[ 0, 1]# 再则(22) 和(23) 蕴含着 5( K H �8 ) 在

K 中是相对紧的(根据Ascoli_Arzela定理)# 此外, f
*
( y ) 在 R+ 上的连续性可推出 5在K 上的

连续性# 总之,是 5 一个全连续映射# 

另外,由( 22)可知 ( 5y )c( G- 0) = ( 5y )c( G+ 0) ,于是( 5y )c( x ) I AC lo c(0, 1)# 根据上

面的讨论,我们可以断言, 5 在K 中的每个不动点都是(1) 的解# 

现在我们来证明在定理 3的条件下, 5 在K 中必有不动点# 

对于给定的 r 1, r 2 > 0,我们记

  81 = y I C [ 0, 1] ; +y + < r 1,  82 = y I C [ 0, 1] : +y + < r2 # 

由( 6)和( 7)可知,存在一个充分小的 E> 0, 使得

  ( B+ E)M Q
G

0
w 1( t ) Q( t )dt + Q

1

G
w 1( t ) Q( t )dt < 1,

  ( r - E)
Rw1( G)

w 1(1) - Aw1( G)Q
1

G
w 4( t )Q( t ) dt > 1# 

现在假设( 4)成立# 因为 lim
y y 0

sup
f

*
( y )
y

[ B, 我们可选取 r 1 > 0,使得

  f
*
( y ) [ ( B+ E) y 对任意的 y I [ 0, r 1] 成立# 

此时,由( 20)推出, 对任意的 y I K H 5 81,我们有

  + 5y + [ M Q
G

0
w 1( t ) Q( t )f

*
( y ( t ) )dt + Q

1

G
w4( t ) Q( t ) f

*
( y ( t ) ) dt [

      M( B+ E) Q
G

0
w 1( t ) Q( t )dt + Q

1

G
w 4( t ) Q( t )f

*
( y ( t )dt r1 <

      r 1 = +y +# 

根据 lim inf
y y ]

f
*
( y )
y

\ C, 存在一个正数 r2 > r 1使得

  f
*
( y ) \ ( C- E) y 对任意的 y \ Rr 2成立# 

此时,由 5 的定义推知,对任何的 y I K H 5 82,我们有

  + 5y + \ ( 5y ) ( G) \
w1( G)

w 1(1) - Aw 1( G)Q
1

G
w 4( t ) Q( t )f

*
( y ( t ) )dt \

      ( C- E)
Rw1( G)

w 1(1) - Aw 1( G) Q
1

G
w 4( t ) Q( t )dt r2 >

      r 2 = +y +# 

根据定理 B的第一部分, 我们知道 5在K H ( �8 2 \ 8 1) 中有一个不动点# 设 y ( x ) 是一个不
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动点, 则 y ( x ) = ( 5y ) ( x ) , 0 [ x [ 1, 是(1) 的一个正解, 显然 y ( x ) \ R+y + \ Rr1,

x I [ G, 1] ,且 y ( x ) \ y ( G)
w 1( x )

w 1( G)
  ( x I [ 0, G] )# 

其次我们假设( 5)成立# 由 l im inf
y y0

f
*
( y )
y

\ C,我们知道,存在一个 r 1 > 0,使得

  f
*
( y ) \ ( C- E) y 对任意的 y I [ 0, r 1] 成立# 

此时,对任意的 y I K H 5 81,我们有

  + 5y + \
w 1( G)

w1(1) - Aw 1( G)Q
1

G
w4( t ) Q( t ) f

*
( y ( t ) )dt \

      ( r - E)
w1( G)

w 1(1) - Aw 1( G) Q
1

G
w4( t ) Q( t )dt r 1 >

      r 1 = +y +# 

因为 lim sup
y y+ ]

f
*
( y )
y

[ B,我们可选 N > r 1, 使得

  f
*
( y ) [ ( B+ E) y 对任意的 y \ N 成立# 

令 r 2 > N ,使得

  r2 >
M max f

*
( y ) ; 0 [ y [ N Q

G

0
w 1( t )Q( t ) dt + Q

1

G
w 4( t )Q( t ) dt

1- ( B+ E) M Q
G

0
w 1( t ) Q( t )dt + Q

1

G
w 4( t ) Q( t )dt

# 

此时,对任何的 y I K H 5 82,我们有

+ 5y + [ M Q
G

0
w1( t ) Q( t ) f

*
( y ( t ) ) dt + Q

1

G
w 1( t )Q( t ) f

*
( y ( t ) )dt [

    M Q
0 [ y( t) [ N , 0[ t [ G

w 1( t )Q( t ) f
*
( y ( t ) )dt + Q

0 [ y( t) [ N , G[ t [ 1

w4( t ) Q( t ) f
*
( y ( t ) )dt +

    M Q
N [ y( t) [ r

2
,0 [ t [ G

w 1( t )Q( t ) f
*
( y ( t ) )dt + Q

N [ y( t) [ r
2
, G[ t [ 1

w4( t ) Q( t ) f
*
( y ( t ) ) dt [

    M max f
*
( y ) ; 0 [ y [ N Q

G

0
w 1( t ) Q( t )dt + Q

1

G
w 4( t ) Q( t )dt +

    ( B+ E)M Q
G

0
w 1( t ) Q( t )dt + Q

1

G
w 4( t ) Q( t )dt r2 <

    r 2 = +y +# 

定理B的第二部分表明 5有一个不动点y ( x ) I K H ( �8 2 \ 81)# 这个不动点是(1) 的一个正

解# 至此,定理 3证毕# 

定理 4的证明  因为 AG I (0, 1) ,选取 Q= 0,则w 1(1) - Aw 1( G) = 1- AG> 0# 由定理

4的假设可以推出 B可以任意小而 r 可以任意大# 因此, (6) 和(7) 都成立,定理4可由定理 3

推出# 
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Positive Solutions to a Singular Second Order

Three_Point Boundary Value Problem
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Abstract: A fixed point theorem is used to study a singular second order three_point boundary value

problem. The problem is more general. Combining the method of constructing Green functions with

operators defined piecewise, the existence result of positive solutions to a singular second order three_

point boundary value probelm is established. The nonlinearity can be allowed to change sign.
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