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摘要:  分析了裂纹轴转子系统在考虑涡动时的非线性动力学行为, 并与忽略涡动时的裂纹轴进

行了对比,发现二者在周期分岔特性、振幅特性、轴心轨迹和庞卡莱图等方面均存在明显差异# 从

而可以看出在考虑非线性涡动时,裂纹轴会出现复杂的动力学行为# 所得结论对于早期发现和诊

断裂纹故障有一定参考价值# 
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引   言

当忽略裂纹轴非线性涡动时的动力学行为的分析已见于诸多文献
[ 1~ 3]# 本文在此基础

上,分析了在考虑非线性涡动时裂纹轴的动力学行为[ 4] ,并为此建立了裂纹轴的涡动力程# 仿

真计算结果表明:当裂纹深度 $k 较大时, 在 Xcr/ 3与 Xcr/ 2及 Xcr/ 2与 Xcr之间,将出现周期分

岔与混沌运动; 分析了 B角对振动特性的影响,并与忽略非线性涡动的情况做了对比# 所得

出的结论对诊断转子裂纹故障具有参考价值# 

1  运 动方 程

本文分析的转子系统如图 1, 考虑极坐标系(图 2)# 

    图1  示意图               图 2  盘的瞬时位置
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  盘心 OC相对于轴承中心 O有:位移 D= DiD,速度 VC = ÛDiD+ <
#

Di<, 加速度 aC = &DiD+ <
&

Di<

- <
#2DiD+ 2ÛD<

#
iD,其中 iD与 i< 为沿径向OOC及切向的单位向量# 

质心 Om相对盘心 OC有:位移 umC = uim ,速度 ÛumC = uXim< ,加速度 amC = uÛXim<- uX
2
im ,

其中 im、im< 分别为沿径向OCOm及切向的单位向量# 

可以得到质心 Om的加速度为:

  am = amC + aC = u( ÛXim< - X2 im) + ( &D- <
#2D) iD+ ( D<

&
+ 2<

#
ÛD) i<, (1)

考虑坐标变换:

  
im

im<
=

cos( H- <) sin( H- <)

- sin( H- <) cos( H- <)

iD

i<
, (2)

代入( 1)可得:

  am = [&D- <
#2D- uÛXsin( H- <) - uX2cos( H- <) ] iD+

      [ D<
&
+ 2ÛD<

#
+ uÛXcos( H- <) - uX2sin( H- <) ] i<# 

由一般方程:

  Mam+ CeVC + K eD= F ext, (3)

其中, M 为转子系统等效质量; Ce为外阻尼系数; Ke 为裂纹轴等效刚度K e = [ K eD  K e<]
T
,

F ext为包括重力在内的外载荷, F ext = FX + FY# 

将 am、VC、D代入(3) ,并按 iD及 i< 方向分离,可得转子运动方程:

  

M (&D- <
#2D) + C eÛD+ K eDD= Mu[ X2cos( H- <) - ÛXsin( H- <) ] +

  FX cos <+ FYsin <,

M ( <
&

D+ 2 <
#

ÛD) + Ce <
#

D+ K e<D= Mu[ X2sin( H- <) - ÛXcos( H- <) ] -

  FXsin <+ FYcos <# 

(4)

考虑等转速运动

  ÛX = 0, H= Xt + B, < = Q
t

0
Xr dt ;

外力仅有重力 mg 作用,则运动方程可以表示为:

  
M (&D- <

#2D) + C eÛD+ K eDD= MuX2cos( Xt + B- <) - mgsin <,

M ( <
&

D+ 2 <
#

ÛD) + Ce <
#

D+ K e<D= MuX2sin( Xt + B- <) - mg cos <# 
(5)

下面求出裂纹轴等效刚度 K e的表达式# 裂纹轴沿 N、G方向的刚度,在裂纹深度不大( a/ D <

015) 时, 可以表示为:

  KG = K 0, KN = K 0 - K 0f ( N) $kN, (6)

式中: K 0为无裂纹时的轴刚度; $kN为裂纹完全张开时N方向刚度的相对减小量, $kN = (K 0-

K N) / K 0 = $k ; f ( N) 为符号函数,当 N [ 0, f ( N) = 0, 当 N> 0, f ( N) = 1# 

由于:

  f N = KNN= K NDcosW, f G = K GG= - KG DsinW (7)

沿 D、D<方向分解:

  f D = f Ncos( H- <) - f Gsin( H- <) = KNDcos
2 W+ K GDsin

2 W,

  f D< = fNsin( H- <) + f Gcos( H- <) = K NDsinWcosW- KG DsinWcosW,

644 李 晓 峰   许 平 勇   史 铁 林   杨 叔 子



可得:

  f D = D( KNcos
2W+ KGsin

2W) = D[ K 0- K 0$kf ( N) cos
2W] ,

  f D< = -
D
2
sin(2W) K0$kf ( N) , (8)

所以:

  K e = K 0- K 0$kf ( N) cos
2W -

1
2
K 0$kf ( N) sin(2W)

T

# (9)

最后得到运动方程( 10) :

M( &D- <
#2D) + CeÛD+ K 0D(1 - $kf ( N) cos2W) = MuX2cos( Xt + B- <) - mgsin <,

M( <
&
D+ 2<

#
ÛD) + Ce <

#
D-

1
2
K0$kDf ( N) sin(2W) = MuX2sin( Xt + B- <) - mgcos <# 

(10)

不难推出在固定坐标系 OXYZ 下的运动方程# 当忽略非线性涡动时,有:

M
&X

&Y
+ Ce

ÛX
ÛY

+
K 0 0

0 K 0

X

Y
-

1
2
K 0$kf ( N)

1 + cos( 2Xt ) sin(2Xt )

sin(2Xt ) 1- cos(2Xt )

X

Y
=

    
MuX2cos( Xt + B)

MuX2sin( Xt + B) - Mg
# (11)

当考虑非线性涡动时,刚度表达式中的的 Xt 应作如下替换:

Xt = <+ W, < = arctan Y
X

, W= arccos
X cos( Xt ) + Ysin( Xt )

( X
2
+ Y

2
)
015 ,

代入( 11)可得:

M
&X

&Y
+ Ce

ÛX
ÛY

+
K 0 0

0 K 0

X

Y
-

    1
2
K 0$kf ( N)

1+ cos2( <+ W) sin2( <+ W)

sin2( <+ W) 1- cos2( <+ W)

X

Y
=

    
MuX2cos( Xt + B)

MuX2sin( Xt + B) - Mg
# (12)

2  非线性行为分析

为了对照, 先考虑忽略非线性涡动时裂纹轴转子的运动# 按式( 11) , 仿真计算所得的转

速_振幅特性和三维谱如图 3所示# 

在该算例中的取值为: $k = 015, B= 0# 轴无裂纹时的临界转速 Xcr U 207 rad/ s# 由于

转轴出现裂纹时,其临界转速与 $k 和B角有关, 当前仅考察 B= 0的情况,随着 $k 的增加,其

临界转速将相应下降# 当 $k = 015时, 经仿真计算,相应 Xcr U 166 rad/ s# 由图(3a) 振幅特

性可以看出,振幅曲线具有 3个峰值,分别相应于 X U Xcr/ 3、Xcr/ 2和 Xcr附近# 仿真计算时,

转速仅能计算至 140 rad/ s, 这时振幅已升至很高,图上无法表示# 应当说明的是:由于裂纹轴

在不同转速下的开闭情况的差异,导致峰值出现的时刻不是精确定位于 Xcr/ 2、Xcr/ 3等处# 

对照三维频谱图可以看出, Xcr/ 2、Xcr/ 3等处出现的峰值, 是由于在较低转速范围内( X < 90

rad/ s) , 除同频分量1X 外, 尚存倍频分量2X和3X# 此后随着转速的升高, 3X分量逐渐减弱以

至消失,反映出裂纹轴已趋向完全张开状态# 
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图 3a  振幅图                 图 3b  三维频谱图

为了说明非线性涡动对动力学特性的影响,图 4上首先表示了 $k = 012时的周期分岔特
性# 这时临界转速 Xcr U 195 rad/ s# 由图可以看出, 在整个转速范围内均为 1T 周期运动# 

同时在分岔图上反映了 3 个峰值的存在, 3个峰值仍位于 X = Xcr/ 3(约为 66 rad/ s)、X =

Xcr/ 2(约为 94 rad/ s) 及 X = Xcr附近# 

    图4  周期分岔图              图 5  周期分岔图

     图 6  周期分岔图                图 7 三维频谱图

  当 $k = 0135时,临界转速下降至 Xcr = 185 rad/ s,其周期分岔特性如图 5所示# 

可见在 Xcr/ 2、Xcr间出现了周期分岔,首先是周期1分岔为周期2,在合并成周期1后,接着
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出现了较复杂的周期分岔现象# 为了说明, 将转速范围143 rad/ s < X< 151 rad/ s进行了细化

(图 6) ,其三维频谱表示在图 7上# 

由图可见, 在 X< 144 rad/ s时,频谱图中除 1X 分量外, 尚有 2X 分量,因而运动是 1T 周

期,这正相应于裂纹完全张开,裂纹轴等价于不对称轴的状态;在 X > 144 rad/ s时,运动表现

为 nT 周期( n > 1) ,在周期分岔过程中穿插有概周期运动# 

几个转速下的典型图形如下所示# 

( 1) X = 143125 rad/ s(图 8)

图 8 轴心轨迹图和庞卡莱图

频谱中含有 1X 和 2X 分量, 运动为1T 周期# 

( 2) X = 144125 rad/ s(图 9)

庞卡莱图为闭合曲线,运动由周期 1进入概周期# 

( 3) X = 145175 rad/ s(图 10)

各频率分量最大公约数为 13# 

( 4) X = 146125 rad/ s(图 11)

为5T 周期运动# 

图 9 轴心轨迹图和庞卡莱图

图 10 轴心轨迹图和庞卡莱图
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图 11 轴心轨迹图和庞卡莱图

当转速 X U 151 rad/ s ,运动收敛至 1T 周期,频谱图上仅有 1X 分量和较弱的 2X# 

当 $k = 015时,周期分岔特性如图12# 此时临界转速下降至 Xcr U 166 rad/ s# 在 Xcr/ 2

与 Xcr间不仅周期分岔的范围扩大,而且存在混沌运动# 而在 Xcr/ 3 ~ Xcr/ 2之间也出现了一

定范围的周期分岔# 为了说明,将 68 rad/ s < X< 83 rad/ s和110 rad/ s < X< 132 rad/ s分

别加以细化(图 13) , 图14为其三维频谱图# 

图 12 周期分岔图

在转速 68 rad/ s < X< 82 rad/ s范围内, 存在 nT 周期

和概周期运动; 在转速 110 rad/ s < X < 132 rad/ s范围内,

不仅存在 nT 周期和概周期运动,还出现了混沌运动# 为

此将若干转速下的典型图形归并如下所示# 

( 1) X = 69 rad/ s(图 15)

庞卡莱图呈现明显内旋特征, 频谱不连续, 为 n 很大

的nT 周期运动# 

( 2) X = 7115 rad/ s (图 16)

庞卡莱图为封闭曲线,是由于频谱中各频率分量不可

公约,为概周期运动# 

( 3) X = 7615 rad/ s (图 17)

图 13a  周期分岔图             图 13b  周期分岔图

为周期5运动# 

( 4) X = 11118 rad/ s(图 18)

为1T 周期运动,频谱含有 1X、2X 分量,此时裂纹完全张开,与不对称轴相似# 

( 5) X = 11415 rad/ s(图 19)
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    图 14a 三维频谱图              图 14b  三维频谱图

图 15 轴心轨迹图和庞卡莱图

图 16 轴心轨迹图和庞卡莱图

图 17 轴心轨迹图和庞卡莱图

3T 周期运动,频谱中出现 X / 3分量# 

( 6) X = 11612 rad/ s(图 20)
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图 18 轴心轨迹图和庞卡莱图

图 19 轴心轨迹图和庞卡莱图

图 20 轴心轨迹图和庞卡莱图

图 21 轴心轨迹图和庞卡莱图

为概周期运动, 庞卡莱图为封闭曲线# 

( 7) X = 118 rad/ s(图 21)

为混沌运动,频谱连续,庞卡莱图呈现分形特征# 

对于裂纹轴,偏心角 B对振动特性有较大影响# 前文的分析均设 B= 0,现在分析 B= P
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的情况# 当 B= P时,较之 B= 0,随着裂纹轴开闭特性的变化,周期分岔特性将有较大变化# 

图22为 $k = 015, B= P时的周期分岔图# 可以看出,在 Xcr/ 3与 Xcr/ 2, Xcr/ 2与 Xcr之间,虽

有周期分岔存在,但较之 B= 0,其复杂程度已大为降低:在 Xcr/ 2与 Xcr之间仅存在1T 周期至

2T 周期的分岔且范围很小; 在 Xcr/ 3与 Xcr/ 2之间存在 1T, 2T 和 4T 等周期运动# 

图 22  周期分岔图

为了说明在考虑非线性涡动时 B角对转速 _振幅

特性的影响,在图23上表示了 B= 0与 B= P时的振幅

特性(其余参数均相同)# 与周期分岔特性相对照, 振

幅特性分别在 Xcr/ 3与 Xcr/ 2, Xcr/ 2与 Xcr 之间存在两

个振幅波动区域(对 B= 0,这两个区域是73 rad/ s ~ 88

rad/ s和 116 rad/ s ~ 134 rad/ s ; 对 B = P, 相应为 76

rad/ s ~ 88 rad/ s和 126 rad/ s ~ 132 rad/ s)# 

可以明显看出: B= P时的临界转速远高于 B= 0

时的临界转速, 已接近无裂纹时的相应值( Xcr U 207

rad/ s) ;其次, 在较高转速范围内, B= P时的振幅已明

显降低, 例如在 X U Xcr/ 2处, B= P时的振幅约为816

     图 23a  振幅图               图 23b 振幅图

@ 10- 4 m, B= 0时约为 111 @ 10- 3 m# 以上情况说明, 当转速提高后, 当 B= 0时,裂纹轴在一

转过程中将逐步由张开占优过度完全张开, 最后形成轴刚度不对称, 而裂纹方向刚度大大降

低; 而在 B= P时将由闭合占优逐渐过度至完全闭合, 因而其刚度与无裂纹时一致# 这一情况

在三维频谱图上亦可得到反映:在图14b中,当 X= 110 rad/ s时( B= 0) ,仅有 1X 与 2X 分量

共存,与轴不对称的情况相同# 

3  结   论

11考虑非线性涡动后,其基本故障特征与忽略涡动时一致# 均表现在临界转速的改变,

振幅特性在 Xcr/ 3、Xcr/ 2和 Xcr 处出现 3个峰值, B角对振幅特性的影响等诸多方面# 

21考虑非线性涡动后, 裂纹轴的故障特征表现在 Xcr/ 3 ~ Xcr/ 2和 Xcr/ 2~ Xcr间存在周期

分岔,其非线性行为的复杂性取决于 $k 和B角:随着 $k 的增加,周期分岔首先在 Xcr/ 2 ~ Xcr

之间产生,之后出现在 Xcr/ 3 ~ Xcr/ 2之间# 当 $k较大时, 可以出现 nT 周期、概周期和混沌运

动; B角对周期分岔特性也有影响,与 B= 0时相比较, B= P时无论从分岔范围还是从分岔复

杂性方面均有明显降低# 
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31 考虑非线性涡动后,所出现的非线性特性有助于诊断裂纹故障# 
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Nonlinear Analysis of a Cracked Rotor With Whirling

LI Xiao_feng1  XU Ping_yong1,  SHI Tie_lin2,  YANG Shu_zi2

( 11Institute of Machin ar y and Electr icity , Airf or ce Radar

Academ y , Wuhan 430019, P R China ;

21School of Mechanical Scien ce an d En gineer ing , Hua zhong Univ esr sity of

Science and Technology , Wuhan 430074, P R Chin a )

Abstract: Nonlinear dynamics of a cracked rotor with whirling were analyzed and were compared to a

rotor without whirling. Distinct differences have been found in bifurcation, amplitude, orbit and

Poincare map when carrying on this comparison. Complicated dynamics may be found when a cracked

rotor has its whirling speed. The results revealed may be useful in crack_early_detection and diagno-

sis.

Key words: nonlinear; whirling; diagnosis
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