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摘要:  提出了一个模拟移动车辆和矩形板相互作用的板_车条# 用板_车条模拟直接与车辆相接

触的板条部分 ;用传统的板有限条模拟未直接受车辆作用的板条部分# 分析中, 每辆车理想化为

一个具有上、下部质量块, 由弹簧和阻尼器连接的单足动力系统# 计算示例表明,用该方法分析得

到的结果与已有结果很吻合# 
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引   言

梁类型的结构在移动车载作用下的动响应已得到广泛的研究# 然而, 板在移动车载作用

下的动响应研究尚未受到足够的注意# 文献[ 1~ 4]分别用有限元法分析了板在移动车辆作用

下的动响应# 文献[ 5]用结构阻抗法研究了板的动响应, 将移动载荷和板视为一个整体结构系

统的组成部分, 并用有限元法计算影响函数# 文献[ 6]亦利用结构阻抗法求解了类似的问题,

但采用有限条法计算影响函数# 在各种数值方法中,有限元法无疑是功能最强、用途最广的方

法# 然而,精细的划分经常导致方程数量多和矩阵带宽大的问题,使得解题费用高# 有限条法

通常使得方程数量少和矩阵带宽小,对于两端简支矩阵板尤其如此# 因此,当可应用时有限条

法较有限元法分析费用低# 结构阻抗法亦是分析板_车相互作用问题的有效方法# 因为该方

法分开处理板模型和车模型, 改变板模型不影响车模型,反之亦然# 

本文用有限条法分析板在移动车辆作用下的动响应# 两种类型的有限条, 即板_车条和传

统板条用来模拟受移动车载作用的板# 板_车条由传统板条及作用其上的车辆组成# 因板_车

相互作用已在条的水平上予以了考虑, 因此,传统的有限条组装过程可用来形成整个板_车系

统的运动方程# 

1  理论与公式

考虑一块两端简支, 受 N 个移动车辆作用的矩形薄板# 用一系列的矩形板条分割该

板# 不含任何车辆的板条用传统板条模拟而载有车辆的板条用板_车条来模拟# 图 1给出了

一个宽为 b, 长为 l的板_车条# 它由传统板条及作用在该板条上的车辆组成# 设有NM个移
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动车辆直接作用在板条上# 每辆车由上、下两个质量块及连接它们的弹簧和阻尼器组成# 

用 mv
i2
、mv

i1
、k v

i
和 c v

i
分别表示第i 辆车的上、下质量块的质量、连接质量块的弹簧的刚性系数

和阻尼器的阻尼系数# 质量 mv
i2
、m v

i1
的垂向位移用 yi 2和 yi 1表示, 它们相对于质量块的垂向

静力平衡位置且向下为正# 

图 1 一个典型的板_车条

设 w ( N, G, t ) 表示 t时刻,点( N, G) 处的板条

垂向位移(向下为正) ,其可表示为

w( N, G, t ) = E
r

m= 1

N
T
m ub m = N

T
ub ,

(1)

式中 r 是板条纵向位移函数级数的项数, N m和

ub m分别是对应于位移函数第 m 项, 含有形函

数和结线位移参数的列向量 # 显然, N m 是位

置( N, G) 的函数; ub m 是时间 t 的函数, 向量

N m和 ub m用其第 i 个元素表示为

N m = N i , (2)

ub m = ubi  ( i = 1, 2, ,, s @ ne) , (3)

式中 s 是一个板条所含结线的数目, ne 是每个结

线的自由度数# 文献[ 7] 给出了各种类型板条的

N m和 ub m表达式# 对于低阶(LO2) 混合板

条,列向量 N m和 ub m分别为

N m =

    

[ 1- 3( N/ b )
2
+ ( N/ b )

3
] Y1m( G)

N[ 1- 2( N/ b ) + ( N/ b )
2
] Y1m( G)

[ 3( N/ b)
2

- 2( N/ b)
3
] Y2m( G)

N[ ( N/ b)
2
- ( N/ b) ] Y2m( G)

, (4)

ub m = w 1m( t ) H1m( t ) w 2m( t ) H2m( t )
T
, (5)

式中 Yjm( G) 是对应于级数第 m 项,结线 j (对于低阶板条, j = 1, 2) 处的纵向位移函数# w jm( t )

和 Hjm( t ) 则分别是对应于级数第 m 项,在结线 j 处的位移和转角参数# 

对于两端简支的矩形板, 纵向位移函数是正弦级数;对更为复杂的情况,如剖面突变的板,

文献[ 8]给出了确定纵向位移函数的方法# 

设 Nc
i
= bi 和Gc

i
= Gc

i
( t ) 表示第 i辆车的横向和纵向位置,定义一个( rsne ) @ N v 阶的矩阵

[ N c] 如下:

  [ N c ] =

[ N c ] 11 [ N c] 12 , [ N c ] 1N
v

[ N c ] 21 [ N c] 22 , [ N c ] 2N
v

s s

[ N c ] r1 [ N c] r2 , [ N c ] rN
v

, (6)

其子矩阵 [ N c ] ij 为
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  [ N c ] ij = N ( Ncj , Gcj )   ( i = 1, 2, ,, r; j = 1, 2, ,, N v )# (7)

设 rc ( N, G) 表示板上表面的不平顺度,列向量 r c 的元素为车与板条接触点处板的不平

顺度值# 移动车辆和板条在接触点处满足下列关系式:

y 1 = [ N c ]
T

ub + rc , (8)

Ûy 1 = [ N c ]
T Ûub + [ v] [ N c]

T
, G ub + [ v] rc , G, (9)

&y 1 = [ N c ]
T &ub + 2[ v] [ N c]

T
, G Ûub + [ a] [ N c]

T
, G ub +

[ v]
2
[ N c ]

T
, GG ub + [ a] rc , G+ [ v]

2 rc , GG, (10)

这里矩阵 [ a] 和[ v ] 的元素分别是车辆的加速度和速度# 它们为对角阵, 即

[ a] = diag[ ai ] , [ v ] = diag[ v i ]   ( i = 1, 2, ,, N v )# (11 ~ 12)

根据车、板条的运动方程和由方程( 8) ~ ( 10)定义的约束条件,可得到板_车条的运动方程

为[ 9]

[ mb ] + [ m11] [ 0]

[ 0] [ mv2]

&ub

&y 2
+

[ cb ] + [ c11] [ c12]

[ c21] [ cv ]

Ûub

Ûy 2
+

    
[ kb ] + [ k11] [ k12]

[ k 21] [ kv ]

ub

y2

=
pb + f b

f v 2

, (13)

式中:   [ m11] = [ N c ] [ mv 1] [ N c ]
T
, (14)

  [ c11] = 2[ N c] [ mv1] [ v] [ N c]
T
, G + [ N c ] [ cv ] [ N c ]

T
(15)

  [ c12] = - [ N c] [ cv ] , [ c21] = - [ cv ] [ N c]
T
, (16 ~ 17)

  [ k11] = [ N c ] [ mv1] [ a] [ N c]
T
, G + [ N c ] [ mv1] [ v ]

2
[ N c ]

T
, GG +

[ N c ] [ cv ] [ v ] [ N c ]
T
, G + [ N c ] [ kv ] [ N c ]

T
, (18)

  [ k12] = - [ N c ] [ kv ] , (19)

  [ k21] = - [ cv ] [ v ] [ N c ]
T
, G- [ kv ] [ N c ]

T
, (20)

  f b = [ N c ] ( f w - [ kv ] rc - [ cv ] [ v ] rc , G-

[ mv1] [ a] rc , G- [ mv 1] [ v ]
2

rc , GG) , (21)

  f v 2 = [ cv ] [ v] rc , G + [ kv ] rc , (22)

  f w = f wi = ( mvi1 + mvi2) g  ( i = 1, 2, ,, Nv ) , (23)

  [ mv 2] = diag[ mvi2] , [ cv ] = diag[ cvi ] , [ kv ] = diag[ kvi ]   ( i = 1, 2, ,, Nv ) ,

(24 ~ 26)

[ mb ] , [ cb ] 和[ kb ] 分别是板条的质量、阻尼和刚度矩阵; ub , Ûub 和 &ub 分别是板条结线的

位移、速度和加速度向量; p b 是外载荷向量; y 2 , Ûy 2 和 &y 2 为车辆上部质量块的位移、速

度和加速度向量, g是重力加速度# 如果阻尼设为Rayleigh类型的阻尼,则矩阵[ cb ] 可容易地

从矩阵[ mb ] 和[ kb ] 得到# 对于低阶(LO2) 混合板条, 其刚度子矩阵[ kb ] mn 和质量子矩阵

[ mb ] mn 分别为
[ 6]

  [ kb ] mn =
1

420b
3 @Q

l

0

kb11 kb12 kb13 kb
14

kb21 kb22 kb23 kb24

kb31 kb32 kb33 kb34

kb41 kb42 kb43 kb44

dy , (27)
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其中

kb11 = 5 040D xY1mY1n -

504b2D 1 Yd
1mY1n -

504b2D 1 Y1mYd
1n +

156b4D yY
d
1mYd

1n +

2 016b2Dx yY
c
1mYc

1n,

kb12 = 2 520 bDxY1mY1n -

462 b3D 1 Yd
1mY1n -

42b3D 1 Y1mYd
1n +

22b5DyYd
1mYd

1n +

168 b3 DxyYc
1mYc

1n,

bb13 = - 5 040DxY1mY2n +

504b2D 1 Yd
1mY2n +

504 b2D 1 Y1mYd
2n +

54 b4 DyYd
1mYd

2n -

2 016b2D xyY
c
1mYc

2n,

kb14 = 2 520 bDxY1mY2n -

42b3D 1 Yd
1mY2n -

42b3D 1 Y1mYd
2n -

13b5D yY
d
1mYd

2n +

168 b3DxyYc
1mYc

2n ,

kb21 = 2 520bDxY1mY1n -

462b3D 1 Y1mYd
1n -

42 b3D 1Yd
1mY1n +

22b5D yY
d
1mYd

1n +

168b3Dx yY
c
1mYc

1n,

kb22 = 1 680 b2DxY1mY1n -

56b4D 1 Yd
1mY1n -

56b4D 1 Y1mYd
1n +

4b6D yY
d
1mYd

1n +

224 b4 DxyYc
1mYc

1n,

kb23 = - 2 520bD xY1mY2n +

42 b3D 1Yd
1mY2n +

42 b3D 1Y1mYd
2n +

13 b5 DyYd
1mYd

2n -

168b3Dx yY
c
1mYc

2n,

kb24 = 840 b2DxY1mY2n +

14b4D 1 Yd
1mY2n +

14b4D 1 Y1mYd
2n -

3b6D yY
d
1mYd

2n -

56 b4Dx yY
c
1mYc

2n,

kb31 = - 5 040D xY2mY1n +

504b2D 1 Y2mYd
1n +

504b2D 1 Yd
2mY1n +

54b4D yY
d
2mYd

1n -

2 016b2Dx yY
c
2mYc

1n,

kb32 = - 2 520 bDxY2mY1n +

42b3D 1 Y2mYd
1n +

42b3D 1 Yd
2mY1n +

13b5DyYd
2mYd

1n -

168 b3 DxyYc
2mYc

1n,

kb33 = 5 040DxY2mY2n -

504 b2D 1 Yd
2mY2n -

504 b2D 1 Y2mYd
2n +

156b4D yY
d
2mYd

2n +

2 016b2D xyY
c
2mYc

2n,

kb34 = - 2 520 bDxY2mY2n +

462b3D 1 Yd
2mY2n +

42b3D 1 Y2mYd
2n -

22b5D yY
d
2mYd

2n -

168 b3DxyYc
2mYc

2n ,

kb41 = 2 520bDxY2mY1n -

42 b3D 1Y2mYd
1n -

42 b3D 1Yd
2mY1n -

13b5D yY
d
2mYd

1n +

168b3Dx yY
c
2mYc

1n,

kb42 = 840 b2 DxY2mY1n +

14b4D 1 Y2mYd
1n +

14b4D 1 Yd
2mY1n -

3b6D yY
d
2mYd

1n -

56 b4DxyYc
2mYc

1n ,

kb43 = - 2 520bD xY2mY2n +

462 b3D 1 Y2mYd
2n +

42 b3D 1Yd
2mY2n -

22 b5 DyYd
2mYd

2n -

168b3Dx yY
c
2mYc

2n,

kb44 = 1 680 b2DxY2mY2n -

56b4D 1 Yd
2mY2n -

56b4D 1 Y2mYd
2n +

4b6D yY
d
2mYd

2n +

224b4D xyYc
2mYc2n# 

[ mb ] mn = Q
l

0
Qh

13b
35

Y1mY1n
11b

2

210
Y1mY1n

9b
70

Y1mY2n -
13b

2

420
Y1mY2n

11b
2

210
Y1mY1n

b
3

105
Y1mY1n

13b
2

420
Y1mY2n -

b
3

140
Y1mY2n

9b
70

Y2mY1n
13b

2

420
Y2mY1n

13b
35

Y2mY2n -
11b

2

210
Y2mY2n

-
13b

2

420
Y2mY1n -

b
3

140
Y2mY1n -

11b
2

210
Y2mY2n

b
3

105
Y2mY2n

dy# (28)

Dx =
Exh

3

12(1 - LxLy)
, (29)

Dy =
Eyh

3

12(1 - LxLy)
, (30)

D1 =
LxEyh

3

12(1 - LxLy)
=

LyExh
3

12(1- LxLy)
, (31)

Dxy =
Gx yh

3

12
, (32)

这里 Q表示质量密度, Ex和Ey表示横向和纵向的弹性模数, h为板厚, Gxy是剪切模数, Lx和 Ly

分别为横向和纵向的泊松比# 
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图 2  两端简支各向异性矩形板在一个车辆

沿其中心线行进作用下规格化板中心

点的位移 ( J = 015,A = 0115)

从方程( 13) ~ ( 26)可知, 板_车条的矩

阵是时变和非对称的# 值得指出的是, 上

述推导并未涉及特定的板条# 因此, 所得

到的板_车条的公式具有一般性, 可应用于

任何类型的传统板条# 

依本文方法, 仅两种类型的板条用来

模拟板_车系统# 它们是传统的板条和所推

导的板_车条# 因为车与板条间的相互作用

已在条的水平上给予了考虑, 因此, 利用传

统的有限条组装过程, 所有条的矩阵可组

装形成整个板_车系统的运动方程# 于是

NewmarkB法或类似的技术可用来求解整个系统的运动方程# 

2  计 算示 例

考虑一个长 l b = 20 m,宽 bw = 10 m,厚 h = 1m的两端简支各向异性矩形板# 其质量密

度 Q= 90 kg/ m3
,单位长度的横向弯曲刚度 Dx = 61131 @ 104 kNm2/ m;单位宽度的纵向弯曲刚

度Dy = 61131 @ 106 kNm2/ m;单位宽度的扭转刚度 Dxy = 11181 @ 105kNm2/ m;单位宽度的耦合

刚度 D1 = 91196 @ 103 kNm2/ m# 板(不含车) 的一阶频率 X1为 203164 rad/ s# 车模拟成一个

弹簧支持的质量块, 即推导中涉及的车下部质量块和阻尼器在算例分析中忽略了# 三个无量

纲参数分别是速度参数 A= vP/ ( X1l b) , 车、板质量比 J= m2/ ( Ql bbwh) 和车、板频率比 < =

Xv / X,其中车的自然频率 Xv 等于 ( k / m2)# 

算例分析中,级数取 10项,板条数亦取为 10且为等宽度的板条# 三个无量纲参数分别取

为 A= 0115、J= 015和 011 [ < [ 112,车辆假定沿板的中心线行进# 结果表达中规格化的

板中心点动位移指的是板中心点最大动位移与由同一辆车作为静载荷作用在板中心点产生的

该点静位移之比# 图 2给出了规格化的最大板中心点动位移随参数 <变化的情况# 从该图

可知,用本文方法分析得到的结果与用结构阻抗方法分析得到的结果一致# 

3  结   论

本文提出了一个板_车条用于分析板在移动车辆作用下的动响应# 一个板_车条由一个传

统板条及作用在该板条上的车辆组成# 因板、车相互作用, 板_车条的矩阵是时变和非对称

的# 由于板、车相互作用已在条的水平上予以了考虑, 因此,传统的有限条组装技术可用来形

成整个板_车系统的运动方程# 用本方法分析得到的结果与已有结果一致# 
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Dynamic Response of Plates Due to Moving Vehicles

Using Finite Strip Method

CHENG Yuan_sheng
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Abstract: Dynamic response of beam_like structures to moving vehicles has been extensively studied.

However, the study on dynamic response of plates to moving vehicles has so far received but scant at-

tention. A plate_vehicle strip for simulating the interaction between a rectangular plate and moving ve-

hicles was described. For the portion of strips that are in direct contact with the moving vehicles, the

plate_vehicle strips were empolyed. Conventional plate finite strips were used to model the portion of

strips that are not directly under the action of moving vehicles. In the analysis, each moving vehicle is

idealized as a one_foot dynamic system with the unsprung mass and sprund mass interconnected by a

spring and a dashpot. The numerical results obtained from the proposed method agree well with avai-l

able results.

Key words: plate; moving vehicle; dynamic response; finite strip mthod
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