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一类条件数为常数的随机辛阵的性质
X

闫庆友

(大连理工大学 应用数学系,辽宁 大连 116024)

(戴世强推荐)

摘要:  对 A. Bunse_Gerstner 和V.Mehrmann 使用的一种随机辛阵的性质进行了研究# 证明了 1) 其

可以通过正交相似变换化为一种特殊的 Schur 标准型; 2) 其条件数为一常数; 3) 该常数约为

21618# 
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引   言

文[ 1]和文[ 2]为了求解离散时间的实代数 Riccati方程和连续时间的实代数 Riccat i方程,

分别提出了求解与它们相对应的Symplectic矩阵和Hamilton矩阵的稳定的不变子空间的QR型

(SR)算法# 对这两种算法的研究在线性最优控制中具有非常重要的意义# 在这些算法中,为

了保持矩阵的 Symplectic结构和Hamilton结构,使用的相似变换都是辛变换# 由于辛变换矩阵

不一定是正交的,算法存在着中断和严重失稳这一致命弱点# 当这两种算法遇到中断和严重

失稳时, 随机生成一形如 S = I2n - ww
T
J随机辛阵, 用其对Symplect ic矩阵和Hamilton矩阵进

行处理,以使得算法可以继续进行# 因此,对此辛矩阵的性质的研究变得极有价值# 本文证明

了: 1)其可以通过正交相似变换化为一种特殊的Schur标准型; 2)其条件数为一与 w无关的常

数; 3) 该常数仅为(3+ 5) / 2# 这些结论对改进 SR算法和检验保结构算法的有效性极具实

际意义# 

1  预 备结 果

定义[ 2]  设 S I R
2n@2n

,如果

  S
T
JS = J , (1)

这里 J =
0 In

- In 0
, In 为n 阶单位矩阵,则称 S 为辛矩阵# 

定理 1  设 u I R
2n

, 则

  u
T
Ju = 0# 
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证明  略# t

定理 2[ 3,命题212]  设 S I R
2n@ 2n是一辛阵, 如果 K I K( S ) ( K( S ) 表示 S的特征谱) ,则 1

K
I K( S)# 

证明  因为 S
T
JS = J,所以 J

- 1
S
T
J = S

- 1# 即 S
T与 S

- 1相似# 故 S
T与 S

- 1有相同的

特征值,进而推出 S 与S
- 1有相同的特征值# 所以,如果 K I K( S) ,则

1
K

I K( S )# t

2  主 要结 果

定理 3  设 w I R
2n
是任意单位向量, S = I2n - ww

T
J,则

1) S 为辛阵;

2) S- 1
= I2n+ ww

T
J;

3) 1 I K( S)# 

证明  1) ST JS = ( I2n - ww
T
J )

T
J( I2n- ww

T
J) =

( I2n - J
T
ww

T
) J( I2n- ww

T
J) =

( J + Jww
T
J) ( I2n - ww

T
J ) =

J + Jww
T
J - Jww

T
J - Jw( w

T
Jw) w

T
J = J# 

2) 因为

  ( I2n - ww
T
J) ( I2n + ww

T
J) =

      I2n - ww
T
J + ww

T
J - w( w

T
Jw) w

T
J = I2n# 

所以 S
- 1

= I2n + ww
T
J# 

3) 由定理 1知 w
T
Jw = 0# 所以

  Sw = ( I2n- ww
T
J) w = w - w( w

T
Jw) = w# 

故1 I K( S )# t

定理 4  设 w I R
2n是任意单位向量, S = I2n- ww

T
J , u I R

2n
,则 u I Ker( S- I2n) 的

充分必要条件为

  w
T
Ju = 0# (2)

证明  u I Ker( S - I2n) Z ( S - I2n) u = 0Z wTJu = 0# t

推论  设 w I R
2n 是任意单位向量, S = I2n - ww

T
J,则

  dim( Ker( S - I2n) ) = 2n - 1# 

证明  因为 u I Ker( S - I2n) 的充分必要条件为 w
T
Ju = 0,而 rank( wT J) = 1# 所以,

根据[ 4,定理 01517;引理 01518] 有 dim( Ker( S - I2n ) ) = 2n - 1 t

定理 5  设 w I R
2n 是任意单位向量, S = I2n - ww

T
J,则 S 的特征值全为 1# 

证明  因为 dim( Ker( S- I2n) ) = 2n - 1,所以特征值 K= 1的重数至少为2n - 1# 如果

存在另一个特征值 KX 1,由定理 2知 1
K

X 1也是特征值, 从而 S 至少为 2n + 1个特征值,矛

盾# 所以 S 的特征值全为 1# t

推论  设 w I R
2n 是任意单位向量, S = I2n - ww

T
J,则 det( S ) = 1, det ( S- 1

) = 1# 

证明  略# t
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定理 6  设 w I R
2n 是任意单位向量, S = I2n - ww

T
J,则

1) P u I R
2n

,都有( S - I2n )
2
u = 0# 

2) 令 y = Jw,有( S - I2n) y X 0,而( S- I2n)
2
y = 0# 

证明  1)由定理 1知 w
T
Jw = 0, 所以

  ( S - I2n )
2
= (- ww

T
J)

2
= w( w

T
Jw) w

T
J = 0,

故 Pu I R
2n

,都有( S - I2n)
2
u = 0# 

2) ( S - I2n ) y = - ww
T
JJw = w X 0# 由 1) 知( S- I2n)

2
y = 0# t

推论 1  设 w I R
2n是任意单位向量, S = I2n- ww

T
J ,则1) S 有且仅有一个非线性初等

因子( K- 1) 2# 2) S 有 2n - 2个相同的线性初等因子 K- 1# 

证明  由[ 4,定理 61417;引理 61418]易知# 

推论 2  设 w I R
2n 是任意单位向量, S = I2n - ww

T
J,则存在可逆矩阵 X I R

2n@ 2n
, 使

得 S 化为如下若当标准型

  X
- 1
SX =

I2n- 2 0

0 T
,  其中 T =

1 1

0 1
# 

证明  由[ 5]易知# t

定理 7  设 w I R
2n
是任意单位向量, S = I2n- ww

T
J , y = Jw, u为S的属于特征值K=

1的任意特征向量, 则

1) ( y , u ) = 0# 

2) Sy = w + y# 

证明  1)因为

  ( y , u) = ( Jw)
T
u = w

T
J
T
u = - w

T
Ju,

由定理4知 u I Ker( S - I2n ) 的充分必要条件为 w
T
Ju = 0,所以

  ( y , u) = 0# (3)

2) Sy = ( I2n- ww
T
J) = Jw- ww

T
JJw = w + Jw = w + y# t

定理 8  设 w I R
2n 是任意单位向量, S = I2n - ww

T
J,

则 1) 存在正交矩阵 U I R
2n@ 2n

, 使得 S 化为如下Shur标准型

U
T
SU =

I2n- 1 v

0 1
, 其中 v = [ k 1, k 2, ,, k 2n- 1]

T
, k

2
1+ k

2
2+ ,+ k

2
2n- 1 = 1# 

2) cond2( S ) =
3+ 5
2

( cond2( S ) 表示 S 的谱条件数)# 

证法Ñ  1) 设 u1, u2, ,, u2n- 1 为Ker( S - I2n) 的任意一组标准正交基 # 又令 u2n =

Jw, 由定理 7知 u1, u2, ,, u2n- 1, u2n 是 R
2n 的一组标准正交基# 且

  Sui = ui ( i = 1, 2, ,, 2n - 1) ,  Su2n = w + u2n# 

设 U= [ u1, u2, ,, u2n- 1, u2n] , 则 U为正交矩阵# 

由定理1知 w I Ker( S- I2n) = span u1, u2, ,, u2n- 1 ,所以存在 k1, k2, ,, k2n- 1,满足

k
2
1+ k

2
2+ ,+ k

2
2n- 1 = 1, 使得

  w = k 1u1 + k2 u2 + ,+ k2n- 1u2n- 1# 

于是

  SU= [ Su1, Su2, ,, Su2n- 1, Su2n ] =

528 一类条件数为常数的随机辛阵的性质



[ u1, u2, ,, u2n- 1, Jw + w] =

[ u1, u2, ,, u2n- 1, Jw + k 1u1+ k 2u2+ ,+ k2n- 1u2n- 1] =

[ u1, u2, ,, u2n- 1, u2n]
I2n- 1 v

0 1
# 

于是 S 如下有 Shur分解

  U
T
SU=

I2n- 1 v

0 1
, (4)

2)

  S
T
S = U

I2n- 1 v

0 1

T
I2n- 1 v

0 1
U
T
=

U
I2n- 1 v

v
T 2

U
T
,

所以

det( S
T
S - KI2n) =

1- K 0 , 0 k 1

0 1- K , 0 k 2

, , w , s

0 0 , 1- K k2n- 1

k 1 k 2 , k2n- 1 2- K

=

    (1- K)

1- K 0 , 0 k2

0 1- K , 0 k3

, , w , s

0 0 , 1- K k 2n- 1

k2 k3 , k 2n- 1 2- K

- k
2
1(1- K) 2n- 2 = , =

    (1- K) 2n- 1(2- K) - (1- K) 2n- 2( k
2
1+ k

2
2+ ,+ k

2
2n- 1) =

    (1- K)
2n- 1

(2- K) - (1- K)
2n- 2

=

    ( K- 1) 2n- 2( K2 - 3K+ 1) ,

因此 S
T
S 的特征值为

  Kmax =
3+ 5
2

,  Kmin =
3- 5
2

, (5)

所以,根据[ 6, 7]有

  cond2( S ) =
Kmax( S

T
S )

Kmin( S
T
S)

=

3+ 5
2

3- 5
2

=
3+ 5
2

# (6)

证法 Ò  1) 设 ei ( i = 1, ,, 2n) 为 I2n的第i个列向量, H为满足Hw = e 1的Householder

矩阵# 令 ui = JHei+ 1( i = 1, ,, 2n - 1) , u2n = Jw# 

因为 Hw = e1, H 为 Houselholder 矩阵, 所以 w = He1, 故 U = [ u1, ,, u2n- 1, u2n ] =

JH [ e2, ,, e2n- 1, e1] 是正交矩阵# 

因为 w
T
Jui = w

T
JJHei+ 1 = = - w

T
Hei+ 1 = - e

T
1 ei+ 1 = 0( i = 1, ,, 2n - 1) ,由定理 4知

u1, ,, u2n- 1为 S 的对应于K= 1的特征向量# 
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由定理1和定理 4知 w I Ker( S- I2n) ,故存在 k1, k2, ,, k2n- 1,满足 k
2
1+ k

2
2+ ,+ k

2
2n- 1

= 1,使得

  w = k 1u1 + k2 u2 + ,+ k2n- 1u2n- 1# 

于是

  SU= [ Su1, Su2, ,, Su2n- 1, Su2n ] =

[ u1, u2, ,, u2n- 1, Jw + w] =

[ u1, u2, ,, u2n- 1, Jw + k 1u1+ k 2u2+ ,+ k2n- 1u2n- 1] =

[ u1, u2, ,, u2n- 1, u2n]
I2n- 1 v

0 1
,

于是 S 如下有 Schur分解

  U
T
SU=

I2n- 1 v

0 1
# (7)

2) 的证明与证法Ñ同# 

证法Ó  1) 设 u1, u2, ,, u2n- 2, w为包含w的Ker( S- I2n )的标准正交基# 令 U= [ u1,

u2, ,, w, Jw]# 易证 U为正交矩阵# 于是

  SU= [ Su1, Su2, ,, Su2n- 2, Sw, SJw] =

[ u1, u2, ,, u2n- 2, w, Jw + w] =

[ u1, u2, ,, u2n- 2, w, Jw]
I2n- 2 0

0 K
,其中 K =

1 1

0 1
,

因此 S 如下有 Schur分解

  U
T
SU=

I2n- 2 0

0 K
# (8)

2)

  S
T
S = U

I2n- 2 0

0 K

T
I2n- 2 0

0 K
U
T

= U
I2n- 2 0

0 G
U
T
,

其中 G =
1 1

1 2
,

所以

  det( ST S- KI2n ) =

1- K 0 , 0 0

0 1- K , 0 0

, , w , s

0 0 , 1- K 1

0 0 , 1 2- K

=

      ( K- 1) 2n- 2( K2- 3K+ 1)# 

因此可得定理结论# t

注  ( 8)说明,对于 S 来说,存在正交矩阵 U, 使得 UT SU为 Jordan 标准型# 

3  结 束语

本文证明了一类结构简单的随机矩阵 S = I2n- ww
T
J 的一些性质# 其中最主要性质是
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cond2( S) =
3+ 5
2

,从该性质可以看出此矩阵的条件数几乎接近1,且和 w的选取无关# 这个

性质说明了文[ 2] 中使用了该矩阵后,被变换后的矩阵的特征值几乎没有发生扰动# 我们还

可以根据这一性质, 使用此类随机辛阵构造已知特征值的 Hamiltion实验矩阵, 用其来检验数

值算法的有效性# 

例如, H =
A F

0 - A
T ,其中 A = diag(1, 2, 3, 4, 5) , F为随机产生的5 @ 5对称矩阵# 显

然

  R( H) = ? 1, ? 2, ? 3, ? 4, ? 5 # 

F =

41379 1 @ 10- 1 41305 4 @ 10- 1 11208 5 @ 10+ 0 11096 7 @ 10+ 0 11461 6 @ 10+ 0

41305 4 @ 10- 1 11038 8 @ 10+ 0 11502 1 @ 10+ 0 71213 4 @ 10- 1 11454 2 @ 10- 1

11208 5 @ 10+ 0 11502 1 @ 10+ 0 11539 6 @ 10- 2 91723 9 @ 10- 1 71207 6 @ 10- 1

11096 7 @ 10+ 0 71213 4 @ 10- 1 91723 9 @ 10- 1 11860 8 @ 10+ 0 11262 1 @ 10+ 0

11461 6 @ 10+ 0 11454 2 @ 10- 1 71207 6 @ 10- 1 11262 1 @ 10+ 0 11402 3 @ 10+ 0

随机产生 10维向量

  w =

11236 358 575 394 460 @ 10
- 1

41917 381 606 400 272 @ 10
- 1

31616 707 472 693 370 @ 10- 1

31770 329 293 066 770 @ 10- 1

31260 663 093 454 182 @ 10- 1

31637 719 400 946 810 @ 10- 2

31161 150 109 398 354 @ 10- 1

41427 704 741 576 759 @ 10- 1

11364 834 953 756 237 @ 10
- 1

21184 113 575 744 549 @ 10
- 1

# 

令 S = I2n - ww
T
J,计算 H1 = S

- 1
HS# 由 Matlab中的 eig( H1) 计算得的特征值为

eig ( H) eig ( H1)

1   91999 999 999 999 996 @ 10- 1

2 11999 999 999 999 999 @ 10+ 0

3 21999 999 999 999 995 @ 10+ 0

4 41000 000 000 000 004 @ 10+ 0

5 41999 999 999 999 999 @ 10+ 0

- 1 - 11000 000 000 000 000 @ 10+ 0

- 2 - 21000 000 000 000 000 @ 10+ 0

- 3 - 31000 000 000 000 000 @ 10+ 0

- 4 - 41000 000 000 000 000 @ 10+ 0

- 5 - 51000 000 000 000 003 @ 10+ 0

531闫   庆   友



可见, 变换后的矩阵的特征值满足精度# 但由于 eig( H1) 使用的是QR算法, 计算出的特

征值已失去了正负成对的性质# 
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The Properties of a Kind of Random

Symplectic Matricess

YAN Qing_you

( Depar tm ent of Applied Ma them atics , Dalian Univ er sity of

Techn ology , Da lian 116024, P R China )

Abstract: Several important properties of a kind of random symplectic matrix used by A. Bunse_Ger-

stner and V. Mehrmann are studied and the following results are obtained: 1) It can be transformedto

Jordan canonical form by orthogonal similar transformation. 2) Its condition unmber is a constant. 3)

The condition unmber of it is about 21 618 .

Key words: symplectic matrix; QR_like algorithm; eigenvalue; condition number; Jordan canonical

form; Schur canonical form
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