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摘要: � 概率度量空间理论中有两种等距同构,一种是一个概率度量空间等距同构于另一个概率

度量空间�� 另一种是一个概率度量空间等距同于一个准度量族生成空间�� 该文建立了这两种等

距同构之间的联系��
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引 � �言

概率度量空间理论中有两种等距同构(见文献[ 1~ 9]等) , 一种是一个概率度量空间等距

同构于另一个概率度量空间, 另一种是一个概率度量空间等距同于一个准度量族生成空间��

前一种等距同构有利于用结构较简单的概率度量空间描述结构较复杂的概率度量空间, 后一

种等距同构有利于揭示概率度量空间的度量性质��本文建立了这两种等距同构之间的联系��

1 �定 � �义

除特别声明外, 本文的符号和术语与文献[ 2, 4, 8, 9]相同��

定义 1
[ 8] �设 E�是一个非空集合, d r, r � (0, 1) 是 E�� E�到 R

+
中的一族映射�� 若

� r � (0, 1) , � s = s( r ) � [ r , 1) ,使得 � x , y , z � E�,都有1)�� d r ( x , x ) = 0; 2)�� d r( x , y )

= d r( y , x ) ; 3)�� d r( x , y ) � d s( x , z ) + ds ( y , z ) , 则称 d r, r � (0, 1) 是 E�上的一个准度量

族 �� 如果还有 � x , y � E�, 当 x � y 时, sup dr ( x , y ) ; r � (0, 1) > 0, 则称

d r, r � (0, 1) 是 E�上的一个完全准度量族�� 如果 d r, r � (0, 1) 是 E�上的一个完全准

度量族,则称( E�, dr , r � (0, 1) ) 为准度量族生成空间��

定义 2
[ 8, 5, 4] �设 ( E, F) 是一个PM空间, ( E�, d r, r � (0, 1) )是一个准度量族生成空间��

若存在 E 到E�上的一个一一映射 �,使得 � x , y � E, � r � (0, 1) , 都有

� � L t � R
+
; Fx , y ( t ) < r = d r( �( x ) , �( y ) ) ,

其中 L 为Lebesgue 测度,则称 PM 空间( E , F ) 等距同构于准度量族生成空间( E�, dr , r � (0,

1) ) ,称 �是( E, F ) 到( E�, d r , r � (0, 1) ) 上的一个等距同构映射��
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定义 3[ 2, 3] �设 ( E , F ) 和( E�, F�) 是两个 PM空间,若存在 E 到E�上的一个一一映射 �,

使得 � x , y � E, � t � R
+
,都有

� � Fx , y( t ) = F�(x ) , �( y ) ( t ) ,

则称PM 空间 ( E , F) 等距同构于PM空间( E�, F�) ,称 �是( E, F )到( E�, F�)上的一个等距同
构映射��

2 �引理及定理

引理 1�设 E是一个非空集合, d r , r � (0, 1) 是E上的一个完全准度量族,且 � x , y �

E , d r( x , y ) 都是 r 的非降左连续函数,令

� � Fx , y( t ) = L r � (0, 1) ; dr ( x , y ) < t , � � t � R ,

这里 L 为Lebesgue 测度�� 那么( E , F ) 是一个PM空间��

证�由文献[ 9]定理 2的证明过程易知引理 1成立��

引理 2�设 ( E, F ) 是一个PM空间, 且sup �T ( a, a) ; a < 1 = 1,这里 �T 表示( E, F ) 的最

佳弱 t_模
[ 7]

, � r � (0, 1) , 令

� � dr ( x , y ) = L t � R
+
; Fx , y ( t ) < r , � � x , y � E,

这里 L 为Lebesgue 测度,那么 d r , r � (0, 1) 是 E 上的一个完全准度量族��

证�由文献[ 8]定理 1充分性的证明过程易知引理 2成立��

定理 1�如果 PM空间 ( E , F) 等距同构于一个准度量族生成空间,那么存在一个 PM空

间 ( E�, F�) ,使得 PM空间( E , F ) 等距同构于 PM空间( E�, F�)��

证�不妨设PM空间 ( E , F ) 等距同构于准度量族生成空间( E�, dr , r � (0, 1) ) ,且 �是相

应的等距同构映射�� 那么, � x , y � E , � r � (0, 1) ,都有

� � dr ( �( x ) , �( y ) ) = L t � R
+
; Fx , y ( t ) < r �� (1)

因此, � x , y � E , dr ( �( x ) , �( y ) ) 都是 r的非降左连续函数�� 由此易知, � x , y � E , � t �

R , r � (0, 1) ; d r( �( x ) , �( y ) ) < t 都是 Lebesgue可测集�� � x , y � E ,令

� � F
�
�( x ) , �( y ) ( t ) = L r � (0, 1) ; d r( �( x ) , �( y ) ) < t , � � t � R , (2)

这里 L 为Lebesgue 测度�� 那么, 由引理 1可知( E�, F�) 是一个 PM空间��

另一方面,因为 � x , y � E, Fx , y ( t ) 都是 t的非降左连续函数, 所以,由(1) 式和文献[ 10]

的命题2可知, � x , y � E ,都有

� � Fx , y( t ) = L r � (0, 1) ; dr ( �( x ) , �( y ) ) < t , � � t � R��

因此,由( 2)式可知 Fx , y ( t ) = F
�
�(x ) , �( y) ( t )�� 从而( E, F) 等距同构于( E�, F�)��

定理 2 � 如 果 PM 空 间 ( E, F) 等 距 同构 于 另一 个 PM 空 间 ( E�, F�) , 且

sup �T ( a, a) ; a < 1 = 1,这里 �T 表示( E�, F�) 的最佳弱 t_模, 那么存在一个准度量族生成空

间( E�, d r , r � (0, 1) ) , 使得 PM 空间( E , F) 等距同构于准度量族生成空间( E�, dr , r � (0,

1) )��

证�因为 PM 空间 ( E , F) 等距同构于PM空间( E�, F�) , 所以不妨设 �是相应的等距同构

映射�� 因此, � x , y � E , � t � R,都有

� � Fx , y( t ) = F
�
�(x ) , �( y ) ( t )�� (3)

现在, � x , y � E , � r � ( 0, 1) ,令

� � dr ( �( x ) , �( y ) ) = L t � R
+
; F
�
�( x ) , �( y ) ( t ) < r , (4)
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这里 L 为Lebesgue测度�� 那么,由引理 2可知( E�, dr , r � (0, 1) ) 是一个准度量族生成空

间��

另一方面, 由( 3)和( 4)式可知,对 � x , y � E, � r � (0, 1) 都有

� � dr ( �( x ) , �( y ) ) = L t � R
+
; Fx , y ( t ) < r ��

因此, PM 空间 ( E, F ) 等距同构于准度量族生成空间( E�, d r , r � (0, 1) )��
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On the Isometric Isomorphism of Probabilistic Metric Spaces

LIU Ming_xue

( Depar tm ent of Ma them atics , Chan gsha Univer sity , Chan gsha 410003, P R Chin a )

Abstract: There are two kinds of isometric isomorpism in probabilistic meteric space theory. The

first is that a PM space ( E , F) is isometrically isomorphic to another PM space ( E�, F�) , and the

second is that a PM space ( E, F) is isometrically isomorphic to a generating space of quasi_metric

family ( E�, d r , r � ( 0, 1) ) . This paper establishes the connection between the two kinds of isometric

isomorphism.

Key words: probabilistic meteric space; generating space of quasi_metric family; isometric isomor-

phism
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