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一种新型的高次多结点薄壁杆件单元
X
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摘要 :  应用Hermite插值多项式以及最小势能原理导出了一种新型的高次多结点薄壁杆件单元,

这种单元的特点是精度高,并可应用于桥梁、高层建筑巨型结构的有限元分析中# 
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引   言

工程中大量采用薄壁杆件结构# 采用薄壁杆件可以减轻结构自重,合理利用材料,显著提

高经济效益,并且使得结构外观美观# 正是由于这些明显的优点,目前在航空、船舶、桥梁和高

层建筑等方面, 薄壁杆件的应用已日益广泛# 

薄壁弹性杆件的弯曲与扭转的一般理论在力学领域中发展较晚# 20世纪 30年代符拉索

夫(V. Z.Vlazov)发展了开口薄壁杆件的扭转与弯曲相结合的综合理论,随后符拉索夫理论在

工程结构的分析中得到了广泛的应用# 如一些高层建筑结构分析软件(如TBSA, TAT)中,一

般将剪力墙和筒体结构简化成薄壁杆件,薄壁柱理论的优点是自由度少,使复杂的高层建筑结

构分析得到了大大简化# 

Vlazov的薄壁杆件理论有如下几个假设
[ 1]
:

1) 几何截面假设: D/ b [ 011, b/ L [ 011 ~ 012,
其中, D) 壁厚; b ) 截面最大宽度或高度; L ) 杆长;

2) 刚周边假设:杆件截面外形轮廓线在自身平面内保持不变形, 在出平面方向(杆轴线方

向)可以翘曲;

3) 杆件中面上的剪应变为零# 即认为相交于某点的母线与外形轮廓线变形仍保持为直

角# 

关于假定 1)、2)、3) , 国内外沿用了几十年,精度如何,这里暂且不予讨论# 在上述三个

假定的基础上, 对于两结点薄壁杆件单元的刚度矩阵, 在许多文献中已有详细的论述# 而在有

限元法中,采用高次位移插值函数往往能够提高计算的精度,由高次位移插值函数得出的单元

称为/高次单元0,在高次单元中,为了使插值多项式中的结点自由度数目与广义坐标的数目相
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匹配,除了主要的结点外,还引进了一些次要的结点(内部结点)# 因此,本文在薄壁杆件单元

中间增加 1~ 2个结点, 采用高次插值函数来模拟单元的位移形函数,应用 Hermite 插值多项式

以及最小势能原理导出了一种新型的高次多结点薄壁杆件单元# 

( a)      ( b)

图  1

1  一维高次多结点薄壁杆单元的特点

根据有限元理论,在高次单元中,为了使位移形函数的插值多项

式中的结点自由度数目与广义坐标的数目相匹配, 除了主要的结点

(两端)外,还引进一些次要的结点(内结点) , 通常只需要较少的高次

单元就可以使最后的结果达到较好的精度# 在曲线型箱形梁及高层

建筑巨型结构体系的巨柱(如图 1b)的分析中, 采用这样的高次单元

能提高计算的精度, 并减少单元数目# 

2  Hermite插值多项式[ 2]

我们把一般的一维插值多项式表示为 H
(N )
ki ( x ) , 其中, N 是插值

的导数数目, k 是从 0到N 变化的脚标, i是对应位置的脚标,即一组不同的离散插值点群中的

第 i点# 在简单的情况下,即只有两个结点的情况(如普通的杆单元) ,记插值的第一点为 i =

1( x 1= 0) ,第二点记为 i = 2( x 2= L )# 其中, L是两点之间的距离(杆长) ,则位移函数可表达

为

图  2

  <( x ) = E
2

i= 1
E
N

k= 0
H

( N)
ki ( x ) <

( k)
i , (1)

其中 <( k )i 是待定函数; 在杆系有限元中, 它代表结点位移未知量;

H
(N )
ki ( x ) 即称为Hermite多项式,它有如下性质

  
d rH (N )

ki

dxr
( xp) = DipDkr

      当 i , p = 1, 2; k, r = 0, 1, 2, ,, N, (2)

其中, xp 是第 p 点处的x 值; Dmn 是具有下述性质的Kronecker 符号,

  Dmn =
0   m X n,

1   m = n# 
(3)

利用方程( 2)的性质,可以说明方程( 1)待定系数 <( k )i 的某些物理意义# 根据方程(1) , x = xp

处 <( x ) 的第 r 阶导数可以写为

  dr<
dx

r ( xp ) = E
2

i= 1
E
N

k= 0

d rH (N )
ki

dx
r ( xp) <

( k )
i # (4)

再利用方程( 2)和( 3) ,上式可化为

  dr<
dxr

( xp ) = E
2

i= 1
E
N

k= 0

DipDkr<
( k)
i = <(r )p , (5)

<( r)p 表示 p 点处<( x ) 的第 r 阶导数值,当 r = 0和 r = 1,参数 <( r)p 如图 3所示# 因此,在杆

系有限元弯曲单元中, <(0)1 、<
(0)
2 实际上就代表了结点平移未知量; <(1)1 、<

(1)
2 实际上就代表了结

点转角未知量# 在杆件扭转和翘曲单元中, <
( 0)
1 、<

(0)
2 实际上就代表了结点扭转角未知量;

<(1)1 、<
( 1)
2 实际上就代表了结点翘曲未知量# 
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对于多结点薄壁杆件,位移函数可表为

  <( x ) = E
m

i = 1
E
N

k= 0

H
( N)
ki ( x ) <

( k)
i , (6)

其中, m 为杆件结点数目, N 是 Hermite多项式的阶数, N 取 0, 1(即零阶和一阶 Hermite 多项

式)# 

( a) 在点 x 1, x 2之间的插值函数           (b) 参数 <( r )p 的物理意义  

图  3

3  形 函数

由式( 6) ,对零阶Hermite和一阶Hermite多项式, 可分别被表达为

  <( x ) = [ H
(0)
01 ( x ) , H

(0)
02 ( x ) , H

( 0)
03 ( x ) , ,, H

(0)
0m ( x ) ] D , (7)

式中,

  D = <01, <( 0)2 , <(0)3 , ,, <( 0)m
T

和

  <( x ) = [ H
(1)
01 ( x ) , H

(1)
11 ( x ) , H

( 1)
02 ( x ) , H

(1)
12 ( x ) , ,,

H
(1)
0m ( x ) , H

( 1)
1m ( x ) ] D , (8)

式中,

  D = <(0)1 , <( 1)1 , <(0)2 , <(1)2 , , , <( 0)m , <( 1)m
T# 

式( 7)和( 8)可统一表达为

  <( x ) = [ N ( x ) ] D , (9)

其中,

  [ N( x ) ] = [ H
(0)
01 ( x ) , H

(0)
02 ( x ) , ,, H ( 0)

0m ( x ) ]   对零阶Hermite多项式;

和    [ N( x ) ] = [ H
(1)
01 ( x ) , H

(1)
11 ( x ) , H

(1)
02 ( x ) , H

(1)
12 ( x ) , ,, H

(1)
0m ( x ) , H

( 1)
1m ( x ) ]

对一阶Hermite多项式# 

实际上, [ N( x ) ] 就是有限元法中的形函数# 显然,由零阶Hermite多项式构成的形函数

可用于拉压单元;由一阶Hermite多项式构成的形函数可用于弯曲单元、扭转和翘曲单元# 

上述表达式( 9)中, <( x )、 D 为广义位移和广义结点位移的一般表达式# 

设杆件轴向位移函数用 u( x ) 表达, 杆件在 xy 平面内的横向弯曲位移函数为 v( x ) , 在 xz

平面内的横向弯曲位移函数为w ( x ) ,绕 x 轴的扭转位移为H( x ) , 则它们都可用由零阶和一阶

Hermite多项式构成的形函数表为

  u( x ) = [ N0( x ) ] $u
( e)
, (10)

  v( x ) = [N 1( x ) ] $v
( e)
, (11)

  w ( x ) = [ N1( x ) ] $w
( e)
, (12)
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  H( x ) = [ N1( x ) ] $H
( e)
, (13)

其中,

  [ N0( x ) ] = [H
( 0)
01 ( x ) , H

(0)
02 ( x ) , ,, H

(0)
0m ( x ) ] ,

  [ N1( x ) ] = [H
( 1)
01 ( x ) , H

(1)
11 ( x ) , H

(1)
02 ( x ) , H

( 1)
12 ( x ) , ,, H (1)

0m ( x ) , H
(1)
1m ( x ) ] ,

  $u
( e)

= u1, u2, ,, um
T
,

即单元结点的轴向位移;

  $v
( e )

= v1, v
c
1, v2, v

c
2, ,, vm , vc

m
T
,

即单元结点的 xy 平面内的横向弯曲位移及转角;

  $w
( e)

= w 1, w
c
1, w2, w

c
2, ,, wm , w

c
m

T
,

即单元结点的 xz 平面内的横向弯曲位移及转角;

  $H
( e)

= H1, Hc
1, H2, Hc2, ,, Hm, Hc

m
T
,

即单元结点的扭转和翘曲位移# 

因此,一般多结点薄壁杆件空间弯扭、拉压单元结点之间的位移函数用结点位移表示的关

系如下

  

u( x )

v( x )

w ( x )

H( x )

( e )

=

[N 0( x ) ] [ 0] [ 0] [ 0]

[ 0] [ N1( x ) ] [ 0] [ 0]

[ 0] [ 0] [ N1( x ) ] [ 0]0]

[ 0] [ 0] [ 0] [ N1( x ) ]

( e) $u

$v

$w

$H

( e)

# (14)

4  薄壁杆件的最小势能原理[ 3]

由薄壁杆件理论可知,当不计剪切变形时,单元的应变能可表达为

  U
( e)

=
1
2Q

L

0
[ EAuc2 + EIzvd2+ EIywd2+ EI XHd2+ GId Hc2] dx , (15)

式中, EA 为拉压刚度; EIz, EIy为抗弯刚度; GId 为抗扭刚度; EIX为约束扭转刚度,其中的 I X是

主扇性极惯性矩# 

设 U
( e)
p 为单元的荷载势能,则薄壁杆件的单元总势能可表为

  0 ( e) = U
( e )

+ U
( e)
p # (16)

根据势能驻值原理

  5 0 ( e)

5 $u
( e) =

5 U( e)

5 $u
( e) +

5U( e)
p

5 $u
( e) = 0, (17a)

  5 0 ( e)

5 $v
( e) =

5 U( e)

5 $v
( e) +

5U( e )
p

5 $v
( e) = 0, ( 17b)

  5 0 ( e )

5 $w
( e ) =

5 U( e)

5 $w
( e) +

5 U( e)
p

5 $w
( e) = 0, (17c)

  5 0 ( e)

5 $H
( e) =

5U( e)

5 $H
( e) +

5U( e)
p

5 $H
( e ) = 0, ( 17d)

并将表达式( 10) ~ ( 14)代入式( 15)和( 16) , 应用( 17)即可得到一维多结点高次薄壁杆件单元

的刚度矩阵# 

5  单元刚度矩阵

首先,我们以 3结点弯曲单元为例,说明 Hermite 多项式和最小势能原理在推导薄壁杆件
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单元刚度矩阵中的应用# 

设位移函数

  v( x ) = <( x ) = E
3

i = 1
E
1

k= 0
H

(1)
ki ( x ) <

k
i =

      [ H (1)
01 ( x ) , H

(1)
11 ( x ) , H

( 1)
02 ( x ) , H

(1)
12 ( x ) , ,, H

(1)
0m ( x ) , H

(1)
1m ] $v

( e)
=

      [ N1( x ) ] $v
( e)
, (18)

其中,可设

  

H
(1)
01 ( x ) = a11+ a21x + a31x

2
+ ,+ a61x

5
,

H
(1)
11 ( x ) = a12+ a22x + a32x

2
+ ,+ a62x

5
,

       ,

H
(1)
1m ( x ) = a1n+ a2n x + a3n x

2
+ ,+ a6n x

5# 

  ( n = 2m) , (19)

上式用矩阵形式表为

  

H
(1)
01 ( x )

H
(1)
11 ( x )

s

H
(1)
1m ( x )

=

a11 a21 , a61

a12 a22 , a62

, , , ,

a1n a2n , a6n

1

x

s

x
5

  ( n = 2m = 6)# (20)

通过对方程( 20)两边取转置后可表为

  [ N1( x ) ] = (1, x , x 2, ,, x 5)

a11 a12 , a16

a21 a22 , a26

, , , ,

a61 a62 , a66

, (21)

即

  [ N1( x ) ] = (1, x , x 2, ,, x 5) A# (22)

矩阵 A的元素可根据Hermite多项式的性质

  
d rH ( n)

ki

dx
r = DipDkr   p = 1, 2, 3和 k , r = 0, 1

求得,可以证明

  A = B
- 1
, (23)

这里,

  B =

1 0 0 0 0 0

1 h h
2

h
3

h
4

h
5

1 2h (2h) 2 (2h) 3 (2h) 4 (2h) 5

0 1 0 0 0 0

0 1 2h 3h2 4h3 5h4

0 1 2h 3(2h) 2 4(2h ) 3 5(2h) 4

# (24)

在只考虑 xy 平面内的位移 v( x ) 的情况下,应变表达式(15) 简化为

  U
( e)

=
1
2Q

L

0
EIzvd2dx ,

而外力势能为
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  U
( e)
p = - E

3

i= 1

viQyi - E
3

i= 1

v
c
iMz i - Q

L

0
[ py( x ) v( x ) + mvc( x ) ] dx ,

从而,总势能为

  0 ( e) = U
( e )

+ U
( e)
p =

      1
2Q

L

0
EIzvd2dx - E

3

i= 1
( v iQy i + v

c
iMz i ) + Q

L

0
[ py( x ) v( x ) + mvc( x ) ] dx # (25)

将式( 18)代入( 25)可得

  0 ( e) =
1
2

$v
( e)T Q

L

0
[ N

d
1( x ) ]

T
EIz [ N

d
1( x ) ]

T
dx -

      $v
( e)T

Fv
( e )

- $v
( e)TQ

L

0
[ N1( x ) ]

T
py ( x ) + [ N

c
1( x ) ]

T
m( x ) dx# (26)

由最小势能原理 5 0 ( e)
/5 $v

( e)
= 0可导出弯曲单元的刚度矩阵为

  [ Kv ]
( e)

= Q
L

0
[ N

d
1 ( x ) ]

T
EIz [ N

d
1 ( x ) ] dx ; (27)

等效结点荷载如下:

  Fv
( e)

= Q
L

0
py ( x ) [ N1( x ) ]

T
+ Q

L

0
m( x ) [ N

c
1( x ) ]

Tdx# (28)

由于我们在分析巨型结构体系中, 一般多结点高次单元用于柱, 而柱间荷载直接简化为结点

(楼层)荷载,故对( 28)式不考虑其应用# 

再将方程( 22)代入( 27)可得

  [ Kv ]
( e)

= Q
L = 2h

0
A
T

1

x

x
2

s

x
5

EIz (1, x , x
2
, ,, x

5
) Adx , (29)

经积分运算后得到

  [ Kv ]
( e)

= EIz

1 273

70h3
- 64

5h3
- 377

70h3
569

70h2
96

7h2
121

70h2

- 64

5h
3

128

5h
3

- 64

5h
3

- 32

5h
2 0

32

5h
2

- 377

70h3
- 64

5h3
1 273

70h3
- 121

70h2
- 96

7h2
- 569

70h2

569

70h
2

- 32

5h
2

- 121

70h
2

166
35h

32
7h

19
35h

96

7h2
0

- 96

7h2
32
7h

128
7h

32
7h

121

70h
2

32

5h
2

- 569

70h
2

19
35h

32
7h

166
35h

, (30)

同理, 在一般薄壁空间弯扭、拉压的情况下,应用公式( 10) ~ ( 14)以及方程( 15) ~ ( 17) , 可得到

一维高次多结点单元的一般单元刚度矩阵如下:
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  [ �K ]
( e)

=

EA [ Z11] [ 0] [ 0] [ 0]

[ 0] EIz [ Z22] [ 0] [ 0]

[ 0] [ 0] EIy [ Z22] [ 0]

[ 0] [ 0] [ 0] EI X[ Z22] + GI d[ Z33]

, (31)

其中, [ Z11]、[ Z22]、[ Z33] 的积分表达式如下:

  [ Z11] = Q
L

0
[ N

c
0 ( x ) ]

T
[ N

c
0 ( x ) ] dx , (32)

  [ Z22] = Q
L

0
[ N

d
1 ( x ) ]

T
[ N

d
1 ( x ) ] dx , (33)

  [ Z33] = Q
L

0
[ N

c
1 ( x ) ]

T
[ N

c
1 ( x ) ] dx# (34)

当用于三结点单元时, L = 2h;用于四结点单元时, L = 3h# 在方程(31)中, I X、Id分别为薄壁

结构截面的主扇性惯性矩和纯扭惯性矩# 

经积分运算后得到如下的矩阵表达式:

1) 对于三结点单元

  [ Z11] =

7
6h

- 4
3h

1
6h

- 4
3h

8
3h

- 4
3h

1
6h

- 4
3h

7
6h

, (35)

  [ Z22] =

1 273
70h

- 64

5h3
- 377

30h3
569

70h2
96

7h2
121

70h2

- 64

5h
3

128

5h
3

- 64

5h
3

- 32

5h
2 0

32

5h
2

- 377

70h3
- 64

5h3
1 273

70h3
- 121

70h2
- 96

7h2
- 569

70h2

569

70h
2

- 32

5h
2

- 121

70h
2

166
35h

32
7h

19
35h

96

7h2
0

- 96

7h2
32
7h

128
7h

32
7h

121

70h
2

32

5h
2

- 569

70h
2

19
35h

32
7h

166
35h

, (36)

  [ Z33] =

139
105h

- 128
105h

- 11
105h

13
210

8
21

-
1
70

- 128
105h

256
105h

- 128
105h

-
8
105

0
8
105

- 11
105h

- 128
105h

139
105h

1
70 -

8
21 -

13
210

13
210

-
8
105

1
70

4h
45

- 8h
315

-
h
63

8
21

0 -
8
21

- 8h
315

256h
315

- 8h
315

- 1
70

8
105

-
13
210

- h
63

- 8h
315

4h
45

, (37)
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2) 对于四结点单元

[ Z11] =

37
30h

- 63
40h

9
20h

- 13
120h

- 63
40h

18
5h

- 99
40h

9
20h

9
20h

- 99
40h

18
5h

- 63
40h

- 13
120h

9
20h

- 63
40h

37
30h

, (38)

[ Z22] =

1 513

63h
3

- 81

63h3
6 561

154h3 对称

- 405

28h3
- 28 431

1 232h3
6 561

154h3

- 4 525
1 008h3

- 405
28h3

- 81
16h3

1 513
63h3

839

84h2
- 1 215

308h2
- 729

154h2
- 55

42h2
6 157
1 155h

1 377
56h2

729
44h2

- 18 225
616h2

- 81
7h2

49 653
6 160h

15 066
385h

81

7h2
18 225

616h2
- 729

44h2
1 377

56h2
1 377
385h

163 539
6 160h

15 066
385h

55
42h2

729
154h2

1 215
308h2

- 839
84h2

6 893
18 480h

1 377
385h

49 653
6 160h

6 157
1 155

,

( 39)

[ Z33] =

7 967

5 702h

- 343 521

320 320h

115 911

40 040h
对称

- 1 296

5 005h

- 500 823

320 320h

115 911

40 040h

- 19 687

320 320h

- 1 296

5 005h

- 343 521

320 320h

7 967

5 720h

635

16 016

1 539

14 560

4 779

80 080

1 021

160 160

1 411h

20 020

21 951

40 040

6 561

16 016

- 2 187

2 860

- 15 471

80 080

- 21 573h

320 320

12 393h

10 010

15 471

80 080

2 187

2 860

- 6 561

16 016

- 21 951

40 040

- 1 161h

40 040

5 103h

9 152

12 393h

10 010

- 1 021

160 160

- 4 779

80 080

1 539

14 560

- 635

16 016

- 443h

64 064

- 1 161h

40 040

- 21 573h

320 320

1 411h

20 020

# ( 40)

上述公式是借助著名的Mathematic计算机软件包推导得出的# 
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6  结   语

应用上述推出的高次多结点薄壁杆件单元,作者将这种单元应用于高层建筑巨型结构的

分析中,计算表明,这种单元的精度较高,单元数目减少# 由于篇幅所限,计算结果的分析在此

不再列出# 
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A New High_Order Multi_Joint Finite Element

for Thin_Walled Bar

LI Zheng_liang,  BAI Shao_liang,  XIE Wei

( Faculty of Civil En gin eer in g , Chongqin g Un iver sity ,

Chon gqing 400045, P R China )

Abstract: A new high_order multi_joint finite element for thin_walled bar was derived from the Her-

mite interpolation polynomial and minimum potential energy principle. This element. s characteristics

are that it is of high accuracy and can be used in finite method analysis of bridge, tall mega_structure

building.

Key words: Hermite interpolation polynomial; finite element; minimum potential energy principle;

thin_walled bar
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