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正交各向异性弹性力学平面问题的
样条虚边界元法
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摘要:  采用域外奇点技术并根据问题的边界条件, 建立了正交各向异性弹性力学平面问题的非

奇异虚边界积分方程,然后采用性态优越的 B 样条函数去逼近未知虚荷载函数, 并采用性能稳定

的最小二乘边界子段法去消除边界余量, 据此获得积分方程的数值解# 数值算例表明: 该方法具

有相当高的精度和良好的数值稳定性,且计算工作量少# 文中引言部分还对域外奇点法的发展作

了系统的评述# 
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引   言

传统的边界元法是将奇点分布在所研究区域的边界上,由于基本解的奇异性,因此得到的

是奇异边界积分方程,在对它进行数值求解时必然会遇到奇异积分问题,这是常规边界元法中

一个专门且难度较大的课题[ 1]# 此外, 由于积分的核函数具有奇异性,当场点由域内趋近边界

时,如仍采用一般的内点变量积分公式, 则场点处的解的精度将显著下降, 这就是边界元法中

的边界层效应问题# 这个问题还给常规边界元法的误差估计带来较大的困难# 尽管针对这个

问题已有一些解决方法
[ 2~ 4]

,但还是显得比较复杂,不便使用# 

针对常规边界元法的上述问题,我们可以将奇点由边界移到域外,得到的是非奇异(虚)边

界积分方程或直接得到一个线性代数方程组,从而完全避开了边界奇异积分的计算,并能有效

地克服边界层效应问题, 提高边界及其附近区域上解的精度# 这种方法在发展的过程中有多

种名称,很不统一,且缺乏较系统的评述# 作者把这类方法统称为域外奇点法# 与常规边界元

法一样,域外奇点法也有直接法和间接法之分,而间接法又可分为连续型和离散型两种# 直接

域外奇点法是对常规直接边界元法的修正,有些文献也称之为正则边界元法# 该方法同样可

以采用加权余量法或功的互等定理等导出以真实边界上真实物理量为基本未知量的边界积分

方程,但得到的积分方程是非奇异的# 这种方法已经成功地应用于圆孔应力集中问题[ 5]
、流体
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力学问题[ 6]、薄板弯曲问题[ 7~ 9]、弹性力学平面问题[ 10]和二维波动问题[ 11]等的分析中# 至于

间接方法,连续型间接域外奇点法是对常规间接边界元法的修正# 该法在域外虚拟边界(或域

外某一线段)上连续地分布一些未知虚拟量, 然后利用基本解的叠加去满足问题的边界条件,

从而建立起相应的非奇异虚边界积分方程# 它们需通过数值方法求解,一般采用类似于常规

边界元法的做法,把虚拟边界离散为若干虚边界元,将积分方程转化为线性代数方程组来求

解,因此这种方法又称为虚边界元法# 文[ 12]首次采用这种思想分析了回转体的扭转问题,文

[ 13~ 15]采用同样的方法对嵌于弹性半空间的竖桩和竖井进行了分析# 这种方法还可以用来

进行厚板弯曲问题
[ 16]
和弹性力学平面问题

[ 17]
的分析# 与连续型方法不同, 在离散型间接域

外奇点法中,未知虚拟量是离散地分布在域外虚拟边界的有限个点上,因此建立的方程不是积

分方程,而是直接得到一个关于集中虚拟量值的线性代数方程组# 这种方法实质上是微分方

程边值问题加权余量法的一种,即采用基本解为试函数的边界配点法# 有关这种方法的文献

较多,文[ 18~ 25]是其中的若干例子# 

综上所述, 域外奇点法已在很多方面得到应用,其中直接域外奇点法在导出基本方程时需

借助加权余量法等手段, 推导比较复杂和抽象;而间接域外奇点法仅需用到叠加原理, 概念清

晰,操作简便# 在间接域外奇点法中,离散型方法可以直接导出线性代数方程组,而不是积分

方程, 故无需作任何数值积分, 求解比连续型方法更为简单# 但作者也发现, 这种方法对域外

奇点的布置方式有较高要求, 对于边界条件或受力方式比较复杂的问题,离散型方法的精度和

数值稳定性往往不如连续型方法的好# 而在连续型方法中,即常规虚边界元法中,在对虚边界

积分方程进行数值求解时,是将域外虚边界划分为若干个虚边界元, 并假设未知虚荷载在每个

单元上为常量分布或线性分布,然后结合边界配点法去建立关于虚荷载节点值的数值化方程

组# 为了进一步提高虚边界元法的精度和数值稳定性, 本文改用性态良好的 B样条函数去逼

近未知虚荷载函数, 在消除边界余量时提出了最小二乘子段法, 据此对正交各向异性弹性力学

平面问题进行了分析,各向同性情况可视为本文的一个特例# 

1  积分方程的建立

设所研究的正交各向异性平面域为 8, 其边界为 L , 域内体力为 Fl ( l = 1, 2) , 如图 1所

示# 将 8 嵌入到无限大平面域中, 在 8 域外作虚边界S , 并在其上布设密度未知的虚荷载

X l# 根据叠加原理, 在真实荷载 Fl 和虚荷载X l的共同作用下, 无限域内任一点 Po处的位移

和应力为:

ui ( Po) = E
2

l= 1QS
u
( l )
i ( Po ; Q)X l (Q) ds + E

2

l= 1QQ8
u
( l)
i ( Po ; Qo) F l ( Qo)d 8,

Rij ( Po) = E
2

l= 1
QS
R( l )ij ( Po ; Q)X l ( Q)ds + E

2

l= 1
QQ8

R( l )ij ( Po ; Q o) F l ( Qo) d 8

( i , j = 1, 2) , (1)

式中: Q I S , Qo I 8 , u ( l )
i 和R( l )ij ( i , j = 1, 2; l = 1, 2) 为正交各向异性弹性力学平面问题的

基本解,具体表达式详见文[ 26]# 

为了建立积分方程, 必须考虑问题的边界条件# 对于平面问题,将式( 1)代入有关的边界

条件后得:

E
2

l= 1
QS

G
( l )
k ( P; Q)X l ( Q)ds + E

2

l= 1
QQ8

G
( l)
k ( P ; Qo) Fl (Q o)d 8 = H k( P )   ( k = 1, 2) , (2)
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式中: P I L , H k 为边界上的已知函数; G
( l )
k 为由基本解组成的核函数, 它们的具体表达式由

不同的边界条件确定; k = 1, 2表示对于平面问题,边界上存在两个边界条件# 

式( 2)即为我们所建立的积分方程# 由于虚荷载是分布在域外的虚边界上, 因此式( 2)中

核函数的源点和场点永远不会重合,从而核函数不会出现奇异的情况, 即式( 2)为非奇异积分

方程# 又由于未知函数是分布在域外虚边界上,因此可以进一步将式( 2)称为非奇异虚边界积

分方程# 

图 1  正交各向异性平面域和虚边界      图 2  虚边界的划分

2  数 值方 法

积分方程( 2)一般不能获得解析解, 它们需通过数值方法求解# 将 8 域外虚边界S划分成

M个区间,分别记为 Sm( m = 1, 2, ,, M ) ,如图2所示# 在第 m 个区间内将Sm均匀划分为Nm

段(为了和常规/边界元0叫法保持一致,也可称为 Nm个/虚边界元0) ,得到( Nm + 1) 个节点,

编号为0, 1, 2, ,, Nm# 在第 m 个区间Sm内, 将分布在 Sm上的未知虚荷载函数X lm( s) 展开成

三次 B样条函数,即:

  X lm( s ) = E
N
m
+ 1

n= - 1

xlmnUn ( s)   ( m = 1, 2, ,, M; l = 1, 2) , (3)

式中的 s 为曲线Sm的弧坐标, xlmn 为未知样条节点参数, Un ( s) 为三次 B样条函数
[ 27]# 

将式( 3)代入式( 2) ,可得边界 L 上的余量Rk( P) 为:

  Rk ( P ) = E
2

l = 1
E
M

m= 1
E

N
m
+ 1

n= - 1

x lmnQS
m

G
( l)
k ( P ; s) Un ( s)d s +

      E
2

l= 1QQ8
G

( l )
k ( P ; Qo) F l (Q o)d 8 - H k( P)   ( k = 1, 2)# (4)

为了消除边界余量 Rk( P ) ,将边界 L划分成NL 个子段,然后令余量在每个子段上的积分为零,

即:

  Q$L
d

Rk( P)dL = 0   ( d = 1, 2, ,, NL ; k = 1, 2) , (5)

式中的 $Ld 为边界L 上的第d 个子段# 上述做法与微分方程边值问题加权余量法中的子域法

类似,可称之为边界子段法# 数值结果表明[ 28, 29]
,边界子段法在精度和数值稳定性方面均优

于常规的边界配点法# 将式(4) 代入式(5) , 整理后写成矩阵的形式得:

  [ G] X + F = H , (6)
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式中的 X 是由8 域外未知虚荷载样条节点参数x lmn组成的列阵; [ G] 是 X 的影响矩阵,其

中的元素为核函数与B样条函数乘积的积分,可以用高斯数值积分求出; F 和 H 为已知列

阵,分别取决于 8 域内的体力和L 上的边界条件# 

线性代数方程组( 6)含有的未知虚荷载样条节点参数的个数为N = E
M

m= 1
2(Nm+ 3) ,而它含

有的方程个数为�N = 2NL# 当N = �N 时,方程组(6) 原则上是可解的# 但为了减少方程组病

态或缺秩的可能性,可以采用超额配段的方法,使 �N > N, 这时式(6) 是一矛盾方程组,即无法

由式(6) 直接解出 X # 根据最小二乘法原理,式(6) 的最好近似解应满足下述方程[ 30]
:

  [ Gc] X + Fc = Hc , (7)

式中: [ Gc] = [ G]
T
[ G] , Fc = [ G]

T
F , Hc = [ G]

T
H # 显然,此时的[ Gc] 是一个

N 阶方阵,且具有对称正定的性质,从而改善了方程组的性态# 求解式(7) 得出 X 后, 将其

代入式(1) 的离散型式, 即可求出 8 域内任一点的位移和应力# 

3  算   例

单位厚度各向同性简支深梁受均布面力或均布体力的作用, 如图 3所示, E = 100, L=

0116# 用虚边界元法求解时, 采用了20个虚边界元和 40个边界子段,虚边界至直实边界的距

离为 210# 有关的计算结果列于表1中# 由表1可见,样条虚边界元法具有很高的计算精度,

在虚边界元数相等的前提下, 样条虚边界元法的精度明显高于线性虚边界元法# 值得注意的

是,这里的线性虚边界元法在消除边界余量时也采用了最小二乘边界子段法,如采用常规线性

虚边界元法(即采用等额边界配点法消除边界余量) ,则结果会更差[ 28] # 事实上, 在上面两例

中,虚边界元的数目还可进一步减少,用样条虚边界元法求得的结果仍能保持相当高的精度# 

 图 3  简支深梁受均布面          图 4  正交各向异性悬臂

力或均布体力作用 板受均布面力作用

表 1 跨中截面 ( x = 10) 处的 Rx

方   法

q1 = 10 q2 = 1

y y

010 510 1010 1510 2010 010 510 1010 1510 2010

样条虚边界元法 7151 3101 1129 - 2142 - 12115 18197 5176 0100 - 5176 - 18197

线性虚边界元法[28] 7150 3125 1112 - 2187 - 10177 18117 6121 0100 - 6121 - 18117

样条有限条法[31] 7143 2198 1130 - 2136 - 12105 19112 5168 0100 - 5168 - 19112
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单位厚度正交各向异性悬臂板受均布面力作用,如图 4所示, Ex = 100, Ey = 100, Lxy =

0, Gxy 的值列于表2和表 3中# 用样条虚边界元法求解时,采用了25个虚边界元和 50个边界

子段, 其中在固定端处适当加密了虚边界元和边界子段的划分# 虚边界至真实边界的距离为

210# 为了进行比较,还采用了有限元法进行分析,其中采用了 120个八节点平面单元和 96个

四节点平面单元,且在固定端附近加密了网格的划分# 有关的计算结果分别列于表 2和表 3

中# 由表 2和表 3可见,采用样条虚边界元法计算的结果与有限元法的结果是相当吻合的# 

由于固定端处应力变化梯度较大,故该处应力值的差异也稍大, 这是容易理解的# 在本例中,

样条虚边界元法的计算工作量远远少于有限元法# 

表 2 顶部 ( y = 20) 和中部 ( y = 10) 处的竖向位移

Gxy 方   法

顶部 ( y = 20) 中部( y = 10)

x x

5 10 15 20 5 10 15 20

25
样条虚边界元法

有限元法

- 21845

- 21826

- 51151

- 51146

- 71006

- 71004

- 81423

- 81423

- 21186

- 21181

- 41371

- 41366

- 61211

- 61209

- 71478

- 71480

50
样条虚边界元法

有限元法

- 11869

- 11853

- 31489

- 31486

- 41907

- 41907

- 61123

- 61125

- 11246

- 11245

- 21708

- 21705

- 41100

- 41099

- 51226

- 51227

100
样条虚边界元法

有限元法

- 11355

- 11344

- 21636

- 21636

- 31842

- 31844

- 41958

- 41962

- 01766

- 01768

- 11858

- 11859

- 31025

- 31027

- 41084

- 41088

150
样条虚边界元法

有限元法

- 11179

- 11167

- 21347

- 21347

- 31485

- 31486

- 41569

- 41572

- 01604

- 01607

- 11572

- 11572

- 21664

- 21665

- 31704

- 31705

表 3 跨中截面 ( x = 10) 和支座截面 ( x = 0) 处的 Rx

Gxy 方   法

跨中截面 ( x = 10) 支座截面( x = 0)

y y

0100 6167 13133 20100 0100 6167 13133 20100

25
样条虚边界元法

有限元法

- 5114

- 5129

- 2192

- 2192

3116

3117

4119

4131

- 49187

- 49184

- 6122

- 5187

4148

4132

63150

66198

50
样条虚边界元法

有限元法

- 6132

- 6136

- 2190

- 2191

3136

3138

4181

4181

- 41190

- 39181

- 7146

- 7118

4173

4179

60159

60197

100
样条虚边界元法

有限元法

- 7124

- 7123

- 2172

- 2172

3141

3144

5116

5113

- 34140

- 33108

- 8136

- 8131

4140

5105

61144

57123

150
样条虚边界元法

有限元法

- 7164

- 7161

- 2160

- 2160

3141

3144

5130

5125

- 31189

- 30142

- 8198

- 8185

4153

5114

59127

55178

4  结 束语

与常规间接边界元法相比,本文方法具有如下特点: 1) 采用域外奇点技术建立问题的非

奇异虚边界积分方程; 2) 采用性态良好的 B样条函数作为未知虚荷载函数的试函数; 3) 在
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权函数方面,采用性能稳定的最小二乘边界子段法去消除边界余量, 据此获得积分方程的数值

解# 数值结果表明, 该法在精度和数值稳定性方面均明显优于采用常量或线性插值以及边界

配点技术的常规虚边界元法# 在工程应用方面, 样条虚边界元法已成功地用来进行高层建筑

上部结构分析
[ 32]
和筏板基础分析

[ 33]# 关于域外虚边界至真实边界的距离取值问题以及方法

的误差估计问题,可参阅文[ 29]中的讨论# 
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Elastic Analysis of Orthotropic Plane Problems by the

Spline Fictitious Boundary Element Method

SU Cheng,  HAN Da_jian

( Depa rtm ent of Civil En gineer ing , South China Univer sity of Techn ology ,

Guan gzhou 510640, P R China )

Abstract: Non_singular fictitious boundary integral equations for orthotropic elastic plane problems

were deduced according to boundary conditions by the techniques of singular_points_outside_domain.

Then the unknown fictitious load functions along the fictitious boundary were expressed in terms of

basic spline functions, and the boundary_segment_least_squares method was proposed to eliminate the

boundary residues obtained. By the above steps, numerical solutions to the integral equations can be

achieved. Numerical examples are given to show the accuracy and efficiency of the proposed method.

Key words: orthotropic; plane problem; spline function; boundary element method
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