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X

李红达
1
,  叶正麟2

,  高行山3

( 11 中国科学院 研究生院 信息安全国家重点实验室,北京 100039;

21 西北工业大学 数学与信息科学系,西安 710072; 31 西北工业大学 工程力学系,西安 710072)

(张汝清推荐)

摘要:  获得了由迭代函数系统( IFS)定义的两类分形插值函数具有 HÊ lder 连续性的充分条件, 给

出了这两类分形插值函数连续可微的充要条件,并证明了可微分形插值函数的导函数是由关联

IFS 生成的分形插值函数# 
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引   言

分形插值方法是分形理论中的一种数值方法,它与传统的插值方法有本质的不同,是迭代

函数系统( IFS)理论在函数插值这一数值领域的成功应用# Barnsley[ 1, 2]首先给出了这一方法

和关于分形插值函数的连续性、函数图象的分形维的一般理论, 现在这一数值方法已成为自然

景物造型和一些物理过程的仿真的有力工具# 众多学者对一元及多元分形插值函数的方法的

理论和应用进行了大量的研究[ 3~ 7] , 得到了一些结果# 文[ 8, 9]对由仿射变换构造的分形插

值函数的HÊ lder连续性进行了研究# 本文讨论更一般的分形插值函数的HÊ lder连续性和可微
性# 

分形插值函数的极值问题是一个在解决许多问题时都会遇到的基本问题, 因分形插值函

数一般并不具有良好的光滑性, 传统求极值的方法将不再适用# 因此, 这一问题变得比较

困难# 在一般情况下,可使用计算机在有限精度下进行搜索取得近似的极值, 为保证这种方

法的有效性,则要求函数在一个小的局部范围内,函数值变化不太大,即需要其具有相对较好

的连续性# 因此,有必要讨论分形插值函数光滑程度的刻画问题# 本文讨论描述分形插值函

数光滑程度的 HÊ lder连续性及可微性问题, 给出了 IFS的各个参数与分形插值函数光滑程度

及可微性的关系,说明了在一般情况下,分形插值函数若连续则必具有HÊ lder 连续性# 在一定

的条件下,分形插值函数可导且其导数是由称为原 IFS的关联 IFS所定义的分形插值函数# 

1  一维分形插值函数

设 a = x 0 < x 1 < ,< xn = b为有界闭区间I = [ a , b] 的一个剖分, y 0, y 1, ,, yn 是一
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组任意的实数,其中 n \2# 设 l i ( x ) 是从 I 到[ xi- 1, x i ] 的压缩同胚, 并且满足 li ( a) = xi- 1,

l i ( b) = xi , i = 1, 2, ,, n# 再设 F i = F i ( x , y ) 是定义在 I @ R上的二元函数,它关于自变量

x 连续,关于自变量 y 压缩,并且满足

  Fi ( x 0, y 0) = yi- 1, F i ( x n, yn ) = yi   ( i = 1, 2, ,, n)# 

定义映射: w i : I @ R y I @ R为

  w i ( x , y ) = ( li ( x ) , F i ( x , y ) )   x I I , y I R ( i = 1, 2, ,, n)# 

这样可以得到一个迭代函数系统( IFS) : I @ R; w1, w2, ,,w n # 

定理 1
[ 1]  迭代函数系统 I @ R;w1,w2, ,, wn 有唯一的不变集合,即吸引子 G < R

2
,并

且存在连续函数 f ( x ) : I y R,满足

  f ( x i ) = y i   ( i = 1, 2, ,, n)# 
G 是 f ( x ) 在 I = [ a, b] 上的图像, 即 G = ( x , f ( x ) ) : x I I # 称函数 f ( x ) 为由

IFS I @ R;w1,w2, ,, wn 所定义的分形插值函数# 

在用迭代函数系统构造分形插值函数时,往往采用便于使用的变换

  w i

x

y
=

ai 0

c i d i

x

y
+

ei

f i
  ( i = 1, 2, ,, n)# (1)

其中 ai、ci、di、ei、f i 为实数, 并且要求满足如下插值条件:

  w i

x 0

y 0
=

xi- 1

yi- 1
, w i

xn

yn
=

x i

y i
  ( i = 1, 2, ,, n)# (2)

变换 w i 中的 5个参数,由条件(2) 决定,自由度为1# 取参数 d i为自由变量,称为垂直因子# 

称迭代函数系统 I @ R;w1,w2, ,, wn 为第一类迭代函数系统# 

在第一类迭代函数系统中, 若 f i不是常数,而是 x 的一般非线性连续函数,此时 cix + f i =

Ui ( x ) 为 x 的非线性函数,称为位移函数# 变换 w i 可以写为

  w i
x

y
=

ai 0

0 d i

x

y
+

ei

Ui ( x )
  ( i = 1, 2, ,, n)# (3)

并且仍满足条件( 2) , 则称迭代函数系统 I @ R;w1,w2, ,, wn 为第二类迭代函数系统# 

由定理1可知,对第一类与第二类迭代函数系统,当垂直因子 di < 1 ( i = 1, 2, ,, n ) 时,

必存在吸引子 G , 且 G 必为某个连续函数 f ( x ) 的图像, 即存在连续函数 f ( x ) 使 G =

( x , f ( x ) ) : a [ x [ b # f ( x ) 相应地称为第一、二类分形插值函数# 

在第一、第二类 IFS中,垂直因子 d i 的大小影响分形插值函数的光滑程度, 一般地, d i 越

大, f ( x ) 的光滑性往往越差# 第一类分形插值函数相对简单,具有更强的自相似性,它的光滑

程度由 d i和a i ( i = 1, 2, ,, n) 决定# 第二类分形插值函数 f ( x ) 相对比较复杂,它的光滑程

度不仅受垂直因子 di 和ai 的影响,而且还受 Ui ( x ) 的影响# 下面的例子说明了这个问题# 

例 1  Weierstrass函数

  WK( x ) = E
]

n= 0
2
- Kn

cos(2
n
x )   x I [ 0, 2P]# 

当 0 < K[ 1时, WK( x ) 连续但处处不可微;当 K> 1时, WK( x ) 是[ K- 1] 一次可微的# 在[ 0,

2P] 上,易证 WK( x ) 是由迭代函数系统

  w1

x

y
=

1
2 x

d1y + U1( x )
, w2

x

y
=

1
2 x + P

d 2y + U2( x )
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所定义的分形插值函数, 其中 d1= d2 = 2- K, U1( x ) = U2( x ) = cos( x / 2)# 因此, 当1/ 2k+ 1 [

d1 = d 2 < 1/ 2
k
( k \1) 时, WK( x ) 为 k 阶可微; 当1/ 2 [ d 1 = d2 < 1, WK( x ) 连续但不可微,

WK( x ) 的光滑性随 d i的增大而降低# 

对上面的迭代函数系统, 保持 d1、d 2及 K不变, 而取

  U1( x ) = U2( x ) = cos 1
2
x -

1
2N+ 1cos(2

N
x ) ,

其中 N 为任意的正整数,则得迭代函数系统 [ 0, 2P] @ R; w
c
1, w

c
2 ,其中

  wc
1

x

y
=

1
2
x

1

2K
y + cos

1
2
x -

1

2N+ 1cos(2
N
x )

,

  wc
2

x

y
=

1
2
x + P

1
2K
y + cos 1

2
x -

1
2N+ 1cos(2

N
x )

# 

不难得到, 对任意的 K I R,它所定义的分形插值函数 QK( x ) 可微# 由此可见分形插值函数

的光滑性亦受 Ui ( x ) 的影响# 当 N = 6, s = 015时, QK( x ) 及 Q
c
K( x ) 分别如图 1和图 2# 

      图  1                    图  2

如果由( 1)或( 3)定义的的双曲 IFS不满足插值条件( 2) ,那么它的吸引子 G 不再是一个函

数f ( x ) 的图像,但除去[ a , b] 的一个零测度子集, G 是一个L
1
可积函数 f ( x ) 的图像# 

设 M = R = ( R1, R2, ,, Rk , ,) : 1 [ Rk [ n, k = 1, 2, , ,称为 IFS(1) 或( 3) 的码空

间# 对 R I M ,令

  w R =
xR

yR
= l im

K y ]
w R

K
( p 0) = lim

K y ]
wR

1
. wR

2
. , . w R

K
( p 0) ,

其中 p 0 = ( x 0, y 0) 是任意固定点# 那么, xR = lim
K y ]

lR
K
( x 0) = lim

K y ]
lR

1
. lR

2
. ,. lR

K
( x 0) ,其中

lR
i
( x ) = aR

i
x + eR

i
# 由迭代函数系统理论知

  G = G
RI M

w R , I = G
RI M

x R # 

记 E = xR: vH X R I M , xR = xH ,易知 E 是一个可数集# 在 I 上定义函数如下:

  
f ( xR) = y R   xR I I - E ,

y ( x R) = 0 xR I E ,

则有 Gf = ( x , f ( x ) ) : x I I - E = ( x , y ) : ( x , y ) I G , x I I - E # 
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定理 2  如上定义的 f ( x ) 在 I = [ a, b] 上 L
1可积# 

该定理的证明略去# 

2  分形插值函数的HÊ lder 连续性

第一类与第二类分形插值函数 f ( x ) 的光滑程度由 ai , d i或由ai , d i及函数Ui ( x ) 共同决

定# 下面用HÊ lder连续性来描述其光滑程度,给出的定理在一定程度上说明了 f ( x ) 的光滑

程度与 ai、di 及函数 Ui ( x ) 的关系# 

定理 3  设 f ( x ) 为第二类分形插值函数# 对任意的正实数 s,若下列两个条件满足:

¹ max
| d i |

a
s
i

: i = 1, 2, ,, n < 1, (4)

º 存在正常数 M0,对 Px , y I I ,有

  | Ui ( x ) - Ui ( y ) | < M0 | x - y |
s   ( i = 1, 2, ,, n ) , (5)

则存在正实数 M ,使分形插值函数 f ( x ) 满足

  | f ( x ) - f ( y ) | [ M | x - y |
s   Px , y I I (6)

即 f ( x ) 是HÊ lder 连续函数,HÊ lder指数为 s# 

证明  令

  F( x , y ) =

f ( x ) - f ( y )

| x - y |
s   x , y I I , x X y ,

0 x = y I I ,

(7)

只需证明当 x - y y 0时, F( x , y ) 有界# 由定义 f ( x ) 的(3) 及条件(2) ,得 a i > 0, 且当 x I

Ii = [ x i- 1, xi ] ( i = 1, 2, ,, n) 时,有

  f ( x ) = d i f
x - ei
a i

+ Ui
x - ei
a i

# 

因此由( 7) , 对任意的 1 [ i [ n, 且 x , y I Ii 时,有

  F( x , y ) =
di

a
s
i
F

x - ei
ai

,
y - ei
ai

+
1

a
s
i
Wi

x - ei
ai

,
y - ei
a i

,

其中

  Wi ( x , y ) =

Ui ( x ) - Ui ( y )
| x - y |

s   x X y ,

0 x = y# 

构造迭代函数系统如下:

  w i

x

y

z

=

a i x + ei

ai y + ei

d i

a
s
i
z +

1

a
s
i
Wi ( x , y )

  ( i = 1, 2, ,, n)# 

由已知条件可知这是双曲 IFS# 从而,在 R
3
中存在吸引子且为紧集# 则对任意初始点( x 0, y 0,

F ( x 0, y0) ) , x 0 X y 0, 由该 IFS 按随机法产生的任一点列 ( x i , y i , z i )
]
i= 0 与 ( x i , yi , Fi ( xi ,

yi ) )
]
i = 0相同 # 因此, 该迭代函数系统确定了 lim

x- y y 0
F ( x , y )# 由吸引子的紧性立即得

lim
x- y y 0

F ( x , y ) 有界# 证毕# 

定理 3说明了在条件 di < 1下,若 Ui ( x ) 具有HÊ lder连续性,则分形插值函数 f ( x ) 也具

425李  红  达    叶  正  麟    高  行  山



有HÊ lder连续性# 对第一类分形插值函数 f ( x ) ,可以认为是 Ui ( x ) = ci x + f i的第二类分形

插值函数,对 s [ 1,条件 º 成立,故有下面的推论:

推论 1  设 f ( x ) 为第一类分形插值函数# 对正实数 1 \ s > 0,若

  max
| d i |

a
s
i

: i = 1, 2, ,, n < 1,

则存在实数 M > 0,使

  | f ( x ) - f ( y ) | [ M | x - y |
s   Px , y I I ,

即 f ( x ) 是指数为 s 的HÊ lder连续函数# 

推论 1说明第一类分形插值函数的光滑性由 ai , d i完全决定# 在max
i

d i < 1的条件下,

由于 0 < ai < 1,必存在正实数 s 满足(4) ,因此 f ( x ) 必具有HÊ lder连续性;在max
i

d i \1条

件下,插值函数 f ( x ) 可能不再存在,即使存在,它也是不连续的# 

对第一类与第二类分形插值函数, 若存在 s > 1满足条件(4) , 则必有 c ix+ f i = 0或 Ui ( x )

= 0 (1 [ i [ n) ,从而有 f ( x ) = 0# 

3  分形插值函数的可微性

由第一、第二类 IFS所定义的分形插值函数,一般具有较好的连续性,但一般不具有可微

性# 讨论插值函数的可微性,第二类 IFS中的 Ui ( x ) 均可微的条件是必需的# 下面所讨论的

第一、第二类 IFS均写为 (3) 的形式, 不再加以区分, 并假定 Ui ( x ) 均可微# 对形如(3) 的

IFS I @ R;w1,w2, ,, wn ,定义另一迭代函数系统: I @ R;wc
1,w

c
2, ,,wc

n ,其中

  wc
i

x

y
=

ai 0

0
d i

a i

x

y
+

ei

1
ai
U

c
i ( x )

  ( i = 1, 2, ,, n) , (8)

并且满足插值条件

  wc
i

x 0

y0
=

xi- 1

yi- 1

, wc
i

x n

y n

=
xi

yi
  ( i = 1, 2, ,, n)# (9)

称 I @ R; wc
1, w

c
2, ,,wc

n 为 I @ R;w1,w2, ,,w n 的关联 IFS# 下面的定理说明了 f ( x ) 的可

微性及 f c( x ) 与关联 IFS的关系# 

定理 4  设 f ( x ) 是 I @ R;w1,w2, ,, wn 定义的第一或第二类分形插值函数,若 f ( x ) 可

微,则 f c( x ) 是关联 IFS所定义的分形插值函数# 

证明  对任意 1 [ i [ n, Px , y I Ii = [ x i- 1, xi ] ,存在 xc, y c I I = [ x 0, xn] ,使

  x = ai xc+ ei , f ( x ) = d i f ( xc) + Ui ( xc) ,

  y = ai yc+ ei , f ( y ) = d i f ( yc) + Ui ( yc) ,

从而有

  f ( x ) - f ( y )
x - y

=
d i

ai

f ( xc) + f ( yc)
xc- yc +

1
a i

Ui ( xc) - Ui ( yc)
xc- yc , (10)

令 y y x ,则必有 yc y xc,由 f ( x ) 可微性及(10) 得,

  f c( x ) =
d i

a i
f c( xc) +

1
ai
U

c
i ( xc)   ( i = 1, 2, ,, n )# 

若 x = xi- 1,则 xc = x 0;若 x = x i ,则 xc = x n# 于是有
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  f c( xi- 1) =
di
ai

f c( x 0) +
1
ai
U

c
i ( x 0)   ( i = 1, 2, ,, n) ,

  f c( xi ) =
d i

ai
f c( xn ) +

1
ai
Uc
i ( x n) ( i = 1, 2, ,, n)# 

所以 f c( x ) 是关联 IFS所定义的插值函数# 

定理 5  设 f ( x ) 是由 I @ R; w1, w2, ,,w n 定义的第一或第二类分形插值函数, 则 f ( x )

在 I 上连续可微的充分必要条件是

¹ I @ R; w1, w2, ,, wn 的关联 IFS 是双曲 IFS,且满足条件(9)# 

º 存在常数 C,使

  f ( x 0) + Q
x
i- 1

x
0

f 0( x )dx = Ui ( x 0) + d i f ( x 0) + C   ( i = 1, 2, ,, n) ,

其中 f 0( x ) 为关联 IFS所定义的分形插值函数# 

证明  必要性显然# 

充分性  设 f 0( x ) 为关联 IFS所定义的插值函数,令

  g( x ) = Q
x

x
0

f 0( t ) dt + f ( x 0) - C,

则 g ( x ) 可微# 对任意 1 [ i [ n 及x I I i ,有

  g( x ) = Q
x
i- 1

x
0

f 0( t )dt + Q
x

x
i- 1

f 0( t )dt + f ( x 0) - C =

      Q
x
i- 1

x
0

f 0( t )dt + Q
x

x
i- 1

di
ai
f 0

t - ei
ai

+
1
ai
Uci

t - ei
a i

dt + f ( x 0) - C =

      Q
x
i- 1

x
0

f 0( t )dt + d iQ
x- e

i

a
i

x
0

f 0( t )dt + Ui
x - ei

ai
- Ui ( x 0) + f ( x 0) - C =

      d iQ
x- e

i
a
i

x
0

f 0( t )dt + d i f ( x 0) + Ui
x - ei
ai

+

      Q
x
i- 1

x
0

f 0( t )dt - d i f ( x 0) - Ui ( x 0) + f ( x 0) - C =

      d i g
x - ei
a i

+ Ui
x - ei
a i

# 

由此得 g ( x ) 和 f ( x ) 由同一 IFS 生成,即 f ( x ) = g( x ) ,从而得 f ( x ) 可微# 证毕# 

对于满足 E
n

i= 1

d i X 1条件的 IFS,定理 5中的条件 º 可进一步写为

  f ( x 0) +
Di- 1

1- D E
i- 1

k= 1
( Uk ( x n) - Uk( x 0) ) = d i f ( x 0) + Ui ( x 0) + C,

其中   D = E
n

k= 1
dk , Di- 1 = E

i- 1

k= 1
dk# 
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On the Continuity and Differentiability of a
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Abstract: The sufficient conditions of HÊ lder continuity of two kinds of fractal interpolation functions

defined by IFS were obtained. The sufficient and necessary condition for its differentiability was

proved. Its derivative was a fractal interpolation function generated by the associated IFS, if it is dif-

ferentiable.
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